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Karl Girkmann 60 Jahre alt. 


Professor Dr.-Ing. Karl Girkmann vollendet am 22. Marz 1950 sein 60. Lebens- 
jahr. Wir wollen diesen Tag nicht verstreichen lassen, ohne den namhaften Gelehrten 
und Forscher entsprechend zu wiirdigen. 

Karl Girkmann wurde in Wien geboren und absolvierte auch hier an der Bau- 
ingenieurabteilung der Technischen Hochschule seine Studien. Schon wahrend des 
ersten Weltkrieges 


hatte er als Reserve- 
offizier des ehemali- 
gen LEisenbahnregi- 
mentes Gelegenheit, 
an zahlreichen Wie- 
derherstellungen und 
Neubauten  grofer 
Briicken mitzuwir- 
ken, was fiir seinen 
spateren Lebensweg 
bestimmend werden 
sollte. 

Nach Kriegsende 
war Girkmann zu- 
nachst zwei Jahre im 
Eisenbahn- und Stra- 
Benbau tatig, um sich 
dann bei der AEG- 
Union in Wien im 
Zusammenhang mit 
der damals eben erst 
begonnenen Errich- 
tung von GroBwas- 


Jahre lang dem Bau 
groBer Fernleitungs- 
anlagen zu widmen. 
In seiner Doktordis- 
sertation (1925) hater 
ein Problem des Mast- 
baues behandelt, des- 
sen Lésung fiir die 
konstruktive Gestal- 
tung der Gittermaste 
von wesentlicher Be- 
deutung ist. Seine im 
Leitungsbau gewon- 
nenen Erkenntnisse 
hat er spater durch 
eine Reihe von Unter- 
suchungen erweitert 
und in dem 1938 zu- 
sammen mit Dr. E. 
Koénigshofer _her- 
ausgegebenen, der- 
zeit leider vergriffe- 
nen Buch ,, Hochspan- 
nungs-Freileitungen“ 


serkraftanlagen in Kobé, Wien, Mniedergelegt. An- 
unseren Alpen vier . schlieBend daran war 
Girkmann bis zum Jahre 1931 bei mehreren Osterreichischen Stahlbauunter- 
nehmungen, zuletzt bei der Waagner-Biré A. G. in Wien. Hier bot sich ihm 
Gelegenheit, sich in den verschiedensten Zweigen des Stahlhoch- und Briicken- 
baues zu betatigen. Mehrere bedeutende Stahlbauten, die in jener Zeit errichtet 
wurden, sind sein Werk, im Inland beispielsweise der groBe Stahlskelettbau der 
neuen Tabakfabrik in Linz und der erste gréBere geschweibte Stahlbehalter, der 
in Angern aufgestellt wurde. Die zahlreichen Aufgaben, die bei der Konstruktion 
so vielartiger Bauwerke zu lésen waren, boten Girkmann Veranlassung zu einer 
Reihe wissenschaftlicher Untersuchungen iiber das Knickproblem, iiber die Berechnung 
von Rahmenbogentragern (Wahlentwurf Augartenbriicke in Wien), die Berechnung 
von geschweiBten Behaltern und anderes, die er gré8tenteils in der Zeitschrift ,,Der 
Ingenieur-Archiv IV, 2. 8 
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Stahlbau“ veréffentlichte und die ihm Ende der Zwanzigerjahre einen Ruf an die 
geplante II. Stahlbaulehrkanzel der Deutschen Technischen Hochschule in Brinn 
eintrugen. Der damalige Stahlbauprofessor der Technischen Hochschule in Wien, 
Dr. Friedrich Hartmann, empfahl ihm, einstweilen die Stelle eines ord. Assistenten 
an seiner Lehrkanzel anzunehmen, um sich in den Lehrberuf einarbeiten zu kénnen. 
Girkmann folgte diesem Rate und als seine Berufung nach Briinn aus fiskalischen 
Griinden nicht bestatigt wurde, verblieb er bei Prof. Hartmann und habilitierte 
sich 1934 als Privatdozent fiir Stahlbau. 

Von nun ab konnte Girkmann in weit groBerem MaBe als im ausiibenden Stahl- 
bau an die Behandlung der ihm vorliegenden wissenschaftlichen Probleme schreiten. 
Er hielt erstmalig Vorlesungen tiber Fernleitungsbau und tiber die Anwendung der 
SchweiBung im Stahlbau. Danebenarbeitete er iiber das Verhalten von Rahmen- 
tragwerken unter Zugrundelegung eines idealplastischen Werkstoffes, tiber das Ver- 
halten von zylindrischen Fliissigkeitsbehaltern unter Winddruck, tiber die Spannungs- 
verteilung in geschweiBten Blechtragern und sehr viel tiber Beulerscheinungen an 
Steg- und Bindeblechen. Auch diese Untersuchungen sind gro8tenteils in der Zeit- 
schrift ,,Der Stahlbau“‘ erschienen. Zusammen mit Dr.-Ing. Franz Glaser arbeitete 
er 1934 auch ein Verfahren zur genauen Berechnung versteifter Hangebriicken aus, 
nach welchem dann die Wiener Reichsbriicke tiber die Donau als verankerte Hange- 
briicke berechnet wurde. Uberdies fand er Zeit, im Jahre 1936 fiir die Waagner- 
Biré A. G. einen Entwurf zu einem internationalen Wettbewerb fiir eine geschweibte 
doppelgleisige Eisenbahnbriicke tiber die Save bei Agram auszuarbeiten, dem der 
dritte Preis zuerkannt wurde. 

1937 erfolgten schlieBlich zwei Berufungen, und zwar an die Lehrkanzel fiir Bau- 
statik der Technischen Hochschule Graz und kurze Zeit spater an jene fiir Festigkeits- 
lehre der Technischen Hochschule Wien. Girkmann entschied sich fiir Wien und 
wurde anfangs Februar 1938 zum ord. Professor fiir Technische Mechanik in Wien 
ernannt. Er setzte nun seine wissenschaftliche Tatigkeit, vor allem auf dem Gebiete 
der Theorie flachenartiger Tragwerke fort, verdffentlichte dariiber mehrere Ab- 
handlungen und 1946 sein Buch ,,Flachentragwerke“, das jetzt schon in zweiter 
Auflage vorliegt. Ein englisches technisches Handbuch (Civil Engineering Reference 
Book, London: Verlag Butterworth), fiir welches Girkmann den Abschnitt ,,Flachen- 
tragwerke“ behandelt hat, befindet sich gegenwartig im Druck. 

Sein lebhafter Geist kommt wohl darin am besten zum Ausdruck, da er neben 
seinem Lehrberufe sowie seiner praktischen Tatigkeit als entwerfender Ingenieur, 
Gutachter und Mitglied fachwissenschaftlicher Verbande auBer den genannten beiden 
Biichern bisher gegen vierzig wissenschaftliche Arbeiten auf dem Gebiete der tech- 
nischen Mechanik und des Stahlbaues in Fachzeitschriften,.KongreS8berichten und 
Sitzungsberichten der Osterr. Akademie der Wissenschaften veréffentlichen konnte. 
Er hat wiederholt, auch im Auslande, wissenschaftliche Vortrage gehalten, wie z. B. 
am Kongre8 der Int. Vereinigung fiir Briickenbau und Hochbau in Berlin, 1936, und 
am V. Int. Kongre8 fiir angewandte Mathematik und Mechanik in Cambridge, Mass. 
(USA.), 1938. Nach Ende des zweiten Weltkrieges wurde er vom Sekretariat der Int. 
Vereinigung fiir Briickenbau und Hochbau mit der Neubildung einer ésterr. Teilnehmer- 
gruppe betraut und war wahrend der folgenden Jahre ésterr. Delegierter fiir Stahlbau. 

Im Studienjahr 1948/49 war Girkmann Dekan der Fakultat fiir Bauingenieur- 
wesen an der Technischen Hochschule Wien und ist gegenwartig Rektor dieser Hoch- 
schule. Wir hoffen, da Prof. Girkmann, den wir nicht nur als Gelehrten von hohem 
Rang, sondern auch als aufrechten Menschen tiberaus schatzen, uns auch weiterhin 
manch neve Erkenntnis auf seinen Arbeitsgebieten schenken wird und wiinschen 
ihm das Beste zu seinem 60. Geburtstag. E. Cztary, Wien. 
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Berechnung eines Rohrstranges mit Gleitblechlagerung™*. 
Von K. Girkmann, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden die Spannungen einer Rohrleitung berechnet, die in be- 
stimmten Abstanden durch Gleitblechpaare gestiitzt ist. Diese Aufgabe, die in schirferer Weise 
bisher nicht behandelt werden konnte, wird mit Hilfe der Biegetheorie der Kreiszylinderschale 
gelost. 


Summary. The stresses in a pipe-line resting on slide-supports at certain distances are 
calculated. Hitherto this problem has not been solved in a more exact manner. Its present 
solution is based on the theory of circular cylindrical shells. 


Résumé. Calcul des fatigues dans une conduite tubulaire, reposant sur des appuis coulissant, 
disposés & une certaine distance les uns des autres. Ce probléme qui n’a pu étre attaqué, 
jusqu’alors, d’une fagon rigoureuse, est solutionné 4 Vaide de la théorie de la flexion d’une 
coque circulaire. 


Gelegentlich der Entwurfsbearbeitung fiir die Druckrohrleitungen III und IV des 
Kraftwerkes Kaprun hat die Tauernkraftwerke A. G. eine scharfere Ermittlung der 


Abb. 1 und 2. 


Rohrspannungen im Falle der Lagerung der Rohrstrange auf Gleitblechen verlangt. 
Diese Berechnung wird im folgenden unter den nachstehenden Voraussetzungen 
durchgefiihrt: Ein kreiszylindrisches, waagrecht liegend gedachtes Rohr (Durch- 
messer 27, Wandstarke 6) wird durch sein Eigengewicht sowie durch Fliissigkeits- 
fiillung belastet und ist in gleichen Abstinden / durch Gleitschienen von den Ab- 
messungen 2r¢ in Umfangsrichtung und 2c in Achsenrichtung gestiitzt (Abb. 1). 
Die Stiitzkrafte P sollen in den Auflagerflachen gleichmaBig verteilte, radial gerichtete 
Pressungen p hervorrufen. Bei kleinem Winkel « ist dann 


P=ral(ry +269) =4recp, (1) 
wenn mit y das spezifische Gewicht der Flissigkeit und mit g) jenes des Rohrmaterials 


bezeichnet wird. Um an den Stiitzungsstellen ein Gleichgewichtssystem von auferen 
Kraften zu erhalten, mit dessen Hilfe die Biegewirkungen zufolge der vorgesehenen 


* Herrn Prof. Dr. K. Federhofer zum 65. Geburtstag gewidmet. 
8* 
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Art der Lagerung erfaBt-werden kénnen, wird die Lésung aus den folgenden Teilen 
zusammengesetzt : 

1. aus der Membranlésung fiir das durch Eigengewicht und Flissigkeitsfillung 
belastete, an den Auflagerstellen nur durch Spanten gestiitzt gedachte durchlaufende 
Rohr. Sie liefert tangential wirkende Stiitzkrafte 7’); 

2. aus der Lisung nach der Biegetheorie fiir den gleichzeitigen Angriff der wirk- 
lichen Stiitzkrafte P und der mit diesen im Gleichgewichte stehenden negativen 
Auflagerkrafte 

T= —T,=(ry +26 9,)lsin @. (2) 

Die dem zweiten Belastungsteil zugehérigen inneren Krafte konnen nun durch 
diejenigen des nach Abb. 2 belasteten unendlich langen Rohres ersetzt werden. Fiir 
praktisch in Frage kommende Rohrabmessungen werden namlich die an einer Lagerungs- 
stelle verursachten Biegespannungen bis zum niachsten Stiitzort abgeklungen sein. 

Im folgenden bedeuten Y und Z die Komponenten der auBeren Krafte in Richtung 
der Tangente und der Flachennormalen. Y wird im Sinne wachsender ¢ positiv ge- 
zahlt, Z wird nach innen gerichtet als positiv bezeichnet. 

Stellt man die iiber die Flache 47 ¢c verteilte Kraft in der Umfangsrichtung durch 
eine Fourier-Reihe mit der Periode 272 und in Achsenrichtung durch ein Fourier- 
Integral dar, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von (1) und mit cos n a = (— 1)" 


sin ee 
| r Au 


cos di. (3) 


P |\fi 7 n si 
a= = r\[) DE) ~~ cos n 9 Lé 7 
Die Tangentialkrafte T bilden in x = 0 eine sinusformig iiber den Umfang verteilte 
Linienbelastung [vgl. Gl. (2)]. Die Entwicklung dieser Linienlast in ein Fourier- 
Integral nach der Achsenrichtung liefert: 


Y=T (xg) = (ry + 254,)sin | cos** da. (4) 
0 


Es sind nun jene Verschiebungen wu, v und w (positiv in Richtung der Flachennormalen 
nach auBen) zu ermitteln, welche den im vorliegenden Falle geltenden Randbedingungen 
geniigen und welche zugleich Loésungen der folgenden Differentialgleichungen der 
isotropen Kreiszylinderschale sind?: 


Ou 1 Ou ow 1 av i) 
eeepc) at) pg CRE ae org A ge i ces 
1 Cu Aw 1 Ow 2 
PhS OW ope Pee ty 0 wr aia] +X =, 
1 ou ay 1 ay dw 3 ay 
| al 
So) peer g Bg Tg Ua eet ae etn E orm erg 
i 3 new 4 7 " (5) 
gO BC ig | | 
ou ov 1 Ou Ou 1 Av 
BM peels spa era Talal alo ail B)T Saagt aes (3 aoe 
otw o*w o4w o2w y2 
bat" @" aegheeh es feek. Cocoa | i ae j 
Hierbei bedeutet: 
E8& E6 K BY 
K= 3 cy ea = = 
Te To wid b> >To (6) 


BONN Fligge: Statik und Dynamik der Schalen, §.118. Berlin: Springer-Verlag. 1934. — 
Siehe auch K. Girkmann: Flachentragwerke, S. 390. Wien: Springer-Verlag. 1948. 
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Den in x = 0 zu erfiillenden Randbedingungen 


SF. curk ow et 


wird mit den Ansitzen 


° co oe ) 
Radae es 
w= \(_F oe comm 9) sin 28 a, v= \(_8 Vesinn pcos 28 an 


n=1 


(8) 


entsprochen. 


Die weiteren Berechnungen werden fiir die beiden Belastungsanteile Z und Y 
nach Gl. (3) und (4) getrennt durchgefiihrt. 


a) Teilbelastung Z. 
Aus Gl. (3) erhalt man 


co co 
27 A = 
— se |. cos = dd + | Bn COS Nn Y cos ** da, (9) 
A : n=1 
wobei 
fe sin ae 
ON ats Ore 3 7 ut Soke n SIN” € ie 
Bo = 2 22D he ? Bn = 7D = 1) Ne he (10) 
. ? 


Die Ausdriicke (8) in die Fliiggeschen Gl. (5) eingefiihrt und 


(hes 
D 


X SY == 0, =| Bn cos n y cos = aa 
qe 
0 


gesetzt, folgen fiir jedes n die Gleichungen 


Te =F nA (1 Ek) + Va ( SH an) + 
1 


+W, |[—4p— Bk + 
U,, | “FH An + | nt — 4S 92(1 + 32)| + ; ae 
+W,an J—-1 —-S# 22] =0, 


st Ak n?| = 0, 


Uy [ae AGH awk + Be] + Vem ll +2Ze aa] + 
+W,[l tk +h (nt —2n? +22 nr? + A)] + Br = 9. 
8 


Aus Gl. (6) ist ersichtlich, da8 & fiir die in Betracht stehenden diinnen Schalen immer 
eine sehr kleine Zahl sein wird. Es sind daher in den vorstehenden Gl. (11) folgende 
Vereinfachungen erlaubt: Die Vernachlassigung von k gegentiber 1, die Streichung 
der k-Glieder in den Beiwerten von U, und V,, sowie die Beibehaltung nur der 
hochsten Potenzen von n und A bzw. n A in den mit & vervielfachten Teilen der Bei- 
werte von W,. Die Gl. (11) lauten dann 
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U,(2 +>" n®) fg my) WA [y+ k (ae — a ke 


Untt# an+V, (n+ —Z* 2) +W, n(1+— stk) =0 a?) 
U, Aut Van+ W, [1 +k (n? + A)?] + 8, = 0. 
Ihre Auflésung ergibt 


A (n? — pu 2?) m [n® + (2 + w) A?] 


Ui= — Taw ake tay Be Ve= + Tape tees ay oe | (13) 
3 (m2 + 22)2 
Wr vie —p?) 4 + k(n? + 2) Bn | 


wobei 3n see Gl. (10) gegeben ist: 


Mit Hilfe dieser Ergebnisse kann man nunmehr aus Gl. (8) die Verschiebungs- 


komponenten w’’, v’’, w’’ berechnen, welche durch den zweiten Teil der Belastung Z 
nach Gl. (3) hervorgerufen werden: 


8 
8 


ee eae Oe n 22 wp — n? sin” &) «fh Cle Ae 
ore eae! ») M(l—pw)+k(R4+ rf ne ee oie ay 
YY n= 
: cosn pda 
ED Cs 
te NES n Mn (2 +m) + 78 sinne . Ae Ax 
ae Se 1 Tih) kG ey ee a Sy eee ee 
n= 
4 sinn y da 
So OO 
ii: Sadar gf n (22 + n2)2 sinne . Ae Aa 
a pen T= he ee 
n= 
: -cosngda. j 


Die Beziehungen ftir die Biegungsmomente einer Kreiszylinderschale lauten?: 


16 ow ow ou ov 
Mm, = 2, | 
x a(t Gere Caper og eee a} a 
eaeiye 26 CE. > Ow ts) 
Me = ro w+ dy? rer On ). 


Fihrt man in (15) die Verschiebungskomponenten wu”, v’’, w’’ aus (14) ein, so folgt 
mit Beniitzung von (1) und (6) 


: a yn A+ WP + wa) — (OF mt) Bt (2 — pt) 
18 (1 — pw) + & (PF mV] 


0 n=1 
sinne . Ac A 
"Te Sin —— cos —— cosn pda, > (16) 
tele 7 n (nt Dy POP ee 
Me a (ry 4 2 bao | a 1) 1 (At (1— 2) + kb (2 + 4] ia 
ov n= 


Sem ALe Ax . 
- sin —— cos —— 
7, COS —— cos ny da. | 


Das erste Glied der Fourier-Entwicklung fiir Z nach Gl. (3) erhalt man aus dem 
n-ten Glied der unendlichen Reihe, indem man dieses mit dem Faktor 1/, multipliziert 


* Siehe z. B. K. Girkmann: Flachentragwerke, 8.389. Wien: Springer-Verlag. 1948. 


Berechnung eines Rohrstranges mit Gleitblechlagerung. 119 


und n = 0 setzt. In der gleichen Weise sind die zugehérigen Anteile der Biegungs- 
momente aus den beziiglichen n-ten Gliedern der Gl. (16) zu gewinnen. Man erhalt 


, kir a Ae Asie Ae 
LT rors (ry + 2 6g) | A a) ea sin —— cos — -dA, 
0 
17 
ee 268 Sly ee eae Aw 34 me 
LCs ee (ry + 90) | 0 =) EEE sin —— cos — ; 
0 J 


Die Gl. (16) und (17) stellen zusammen die von der Lastkomponente Z verursachten 
Momente in der Lings- und Umfangsrichtung dar. 


b) Teilbelastung Y. 
In die Fliiggeschen Differentialgleichungen (5) ist nunmehr 


v2 VY 
D 


wore 0" and =| Ysin g cos 42 a1 (18) 


0 
einzufiihren, wobei gemaB Gl. (4) 


Y=— 


bedeutet. Verwendet man fiir die pee ag he wieder die Ansatze (8) 
und nimmt man die bei den Gl. (11) angefiihrten Vereinfachungen vor, so folgen fir 
n = 1 die Beziehungen 


U (a+ =F) 4 v-SA at Walp +e(e— “SH =0 
u+s#atv(i : eet 72) i w (1 | ea 72) OS ge = ‘ (20) 


Uan t+ V+tW[l+k(l + 27] =0. 
Dieses Gleichungssystem besitzt die Lésungen 


(19) 


S 


ait epee a+ 2p 
U= £ 2) 
(ip) ep edt aye YP 
1420 ¥ee LK + 2» |= eta] t (21) 
os (lw) e+ (+ d; | 
See pes 
W= Gaye +k + oF 


Aus den Gl. (8) fiir » = 1 erhalt man nunmehr mit den vorstehenden Beziehungen 
und nach Einfiihrung des Ausdruckes fiir 2) aus (19) die von der Teilbelastung Y 
hervorgerufenen ee es 


1 
se 1+kj el med 
Mo 2 dgo) co ea 
U far 7) (Ca Jo) © vO aa eae + 2s i - 
Gl ps - (ry + 2 dg) sin y: 
tL 
fe 2 (22) 
c cee eon COs P 
0 
ttt l ia: (2+u)2+1 Ax 
we! = =F (ry +289) 0089 | ay eR 1+ 2 cos — di. | 
0 
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Mit diesen ergeben sich aus den Gl. (15) die Biegungsmomente 


) 
te = — - (ry + 2 699) cos y ° 
e,9) 
(| (2 +m) + B(2—w) +k (L+ BRP—H) og AH Gy 
(1 — pw) +k + 2) r 2 (23) 
0 
mr klr- ¢ 22 [a2 (2 + w) + 1) Ax 
Oe ee a (r y + 2 dgo) cos o| MG wah + ee ee da. 
0 
Die Gesamtmomente des nach Abb. 2 belasteten Rohres sind 
M » — Mw + Mie. + Whig Me — Me + Me + Mes (24) 


Mit Beniitzung der Gl. (16), (17) und (23) kénnen die Beziehungen (24) wie folgt 
geschrieben werden: 


kl 
Ma, = —— (ry + 2 dg) - 


l co . 
dee ao 2 (— 1} I, , a corn — I, cos rh 
n= 


(24a) 
kl 
Me = —— (ry + 2 dg): 
1 _ 
r sin N € 
EEE + at (—1)"Len — corn] — 1 To008 of 
n=1 
Hierbei wurden die Abkiirzungen 
baa D i 
= : Cc x 
i,=\ Tassie ee sin —— cos —— da, 
0 
N 2— 1 he A 
L=\sa see sin —— cos —— dA, 
0 
co 
_ | AZ +4) + (2 —w*) + kh (14+ PP (Pp) A x 
‘ 2 (Iw) + (+ BY mea, 
en (25) 
fae [47 (2 + mw) + 1) Aa 
i (I —piy +e (1 + Be OOS > a, 
co 
_ \ (A + 8 P (2? + en?) — we (AA + nt) + BP? (1—2u—p) .. Ae gs 
Ion =| ATA — wt) +k (B+ SUD COR sea 
ta 2 22— 1) (2? 22 i) 
i. nm + pw A* — +n 3 c Ax 
ten \ AU — pe) + & (+ wy Dy 008A, | 


eingefiihrt. In gleicher Weise kénnen auch die iibrigen SchnittgréBen der Schale 
dargestellt werden. 


Alle in den Gl. (25) auftretenden Integranden sind gerade Funktionen von 2. 
Die Integrale kénnen mit Hilfe des Residuensatzes in geschlossener Form ausgewertet 
werden. Die Integrationsvariable A wird hierbei als komplexe GréBe aufgefaBt. Da 
der Spannungszustand in x = 0 eine Symmetrieebene besitzt, brauchen nur Abszissen 
x 20 in Betracht gezogen werden. 
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Integral J,. 
 Erstreckt man den Integrationsbereich tiber die ganze reelle Achse, und zerlegt 


man das Produkt sin ee ae nach dem Additionstheorem der Winkelfunktionen, 
so gilt die Beziehung 


+00 +090 ; 
axl i v—pu : c+a 2? — bu ‘ c— 2“ = 
4 i | | ti) be sin ( ; a) di + | ti 2) Le sin ( - i) aa = 


1 / tr 
=1(' +11"). (28) 
Bildet man das uneigentliche Integral 
+co +0o 


nu 
Pe Ti pe ON aa = =\¥0) el 


so folgt aus dem Residuensatze fiir y = 0 
Sy = 224.2 Res, (27a) 


wobei die Residua an den in der oberen Halbebene liegenden singularen Stellen zu 
nehmen sind. 


Fiihrt man die HilfsgréBen 


p= x+e r C— wa np x%—eC (28) 


ae Aa ea et ok ke edema, a) 


ein, dann ist das Teilintegral J,’ in Gl. (26) nach der Euler-Formel gleich dem Imaginar- 
teil von S,, wenn y = 6 gesetzt wird: 


Fir die Ermittlung von J,’’ miissen die Bereiche x <c und x = ¢ getrennt behandelt 
werden, um fiir y positive Werte zu erzielen. Man erhalt mit (28) 


3 ze Tie 
fir «<c 1 om Sy, \ (30) 
fir 2Se I,’ =— m8». f 
Der Integrand von Sy besitzt 5 Pole erster Ordnung, welche mit 
a=+Vl—#, b=+yk (31) 
lauten : 
tas poe ibs cbse 
a a 
Ai cA = He, Mae) Agee de ee. (82) 
Den allgemeinen Ausdruck fiir das Residuum erhalt man aus Gl. (27) mit (31): 
Se ees a eee 
=o eo at eee (33) 
oe 
Mit den in der oberen Halbebene liegenden Werten 4, und A, nach (32) folgt aus (33) 
ay ) 
oe ay ae fete ap See 
Ry = Gi |u cos oa ae + i(wsin == “ale | 
4 a4 V26 "26 y2b 8 55 \ (34) 
ay 
_ © Veo ay ae ay : . ay ae | 
R, yom l cos a6 + 7 sin "y i(u sin ib jx 008 Va alk | 
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Fiir den auf der reellen Achse liegenden Pol 4, ist in Gl. (27a) das halbe Residuum 
1 es iu 
pt Veen te (35) 
einzufiihren. 
Mit den Ausdriicken (34) und (35) liefert die Gl. (27a): 


al i - 
s,=275(LR 4 m+ R)=At| n+ (uoont8 Vz + i sin aa V20}. 
(36) 


Die Integrale J,’ und J,’ folgen aus den Gl. (29) und (30), wenn in die vorstehende 
Beziehung fiir y die beziiglichen Werte eingesetzt werden: 


ap } 
Ts ! ap a® 4 a B lion 
-4|- 1 + (1160s yas + ja sim mals V2 ob}, 
” 14 ay’ —e “ | 
i= — 1 + (woos 22 a + +, sin "yee! y2o|, fir asec,¢ (37) 
hi=—4|- ail cos ++ —- si in 27") e Yan fir 7 2c 
1 a* Ue Ue a z Tats > a . J 
Aus Gl. (26) erhalt man sodann 
2 ae @B 
Hee, i 2 fe (1 cos eo ae ei sin Ae Je Y2o + | 
, (oy Vf eee 
+ (w cos ee + : sin EE. Je jo | fir 7 =<, | 
» (38) 
La Ta (u cos 5b +o nae y2b — | 
wt wt ea 
— (u cos iE 4 - sin is Je ie fiir 2 <= ¢; | 
wobei die Hilfsgré8en durch die Gl. (28) und (31) gegeben sind. 
Integral J,. 
In derselben Weise entsteht: 
2 oe ) 
Ie ge | 2 + (cos yt es sin 5) y2b + | 
2 
+ (cos ra +e sin iF —)e reo, A 
a sf = of f oe 
1s = G58 (cos /2b | sin “)e 2 eee | 
wer ye 
or, o (cos a0 pe Sin ree V2 ), Purse = 6: j 
ntegral J,. 
Mit den Abkiirzungen (31) und - 
é= — (40) 
ie 
kann das Integral (25/4) geschrieben werden: 
+00 
sare #2 4812s) isa 
T= me | RO tw gesagt te 2m E Res, (41) 
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Die Residua sind an den vier einfachen Polen, welche der Integrand in der oberen 
Halbebene besitzt, zu bilden. Diese Pole stellen Wurzeln der Gleichung 
at #4 + b4(1 + 224 = 0 (42) 
dar. Die Auflésung liefert zunachst : 


17% a7 ) 
ApP=—1+A fee, Af=—1—-Ape 4, | 
(43) 
. a —_3%% 3 ee Ste 
Me Aye a Nie) Aare oe ry) 
Die zugehérigen Wurzeln mit positiven Imaginarteilen lauten: 
d 1 ) 
eager [(a — w2) + 7 (w, —a)], eg gina: (& + Wy) +4 (w, + @)], | 
1 : 1 
rea We) + 4 (w, — a)], oe ey [(a@ + we) +7 (w, + @)]. tae 
Hierbei bedeuten 
=+VVleefat+4e, w,=+)//16b + at — 4082. (45) 


Fiir das Residuum an einem Pol erster Ordnung ergibt sich analog (33) aus (41), mit 
Beniitzung von (42), 


ACen es Pee 
R= fal 5 2 (Z ga (46) 
suit (p—1) 


Nach Einfiihrung der Werte aus Gl. (43) bzw. (44) erhalt man aus Gl. (46), wenn nur 
die Imaginarteile angeschrieben werden, 


xX oy Ors es D, — Ws, aay AIRES 
Bybee, —— sb tug — Lyi sin (é + Y, cos (é @  obyz > 


b2 j2 b2/2 an 
\ wy +a 
gmt om = [Sean SH) Rome SE eae 
In den vorstehenden Beziehungen bedeuten 
! 1 
+ ae (2 +H) (w, + we — 2a) 1 aie a), 
Dy=[l+u—ye@+w) (w, — wy) ft — Se (, — @)] + 
+ aoe 2 +H) (ws + w, — 24) [1 — 455 (@ — wy], 
maar aee—nle fname} | 


C,=[l+u+ ae @ +H) 1 —~)| [1 — ge @ + | + 
| +e (2 + ws) (w, + w, +24) | + a5 m1 +4), 


Dy= = [i +m + aie @ +0) ( — wy] t + ah 2s +03] 4 


+ ie (2 +) (+ w+ 2a) [1 —G5y (a + wy), 


New 


N,=4/20% {1 age (a + w,)]° + i + Se (ors 4 a)|"\. 
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Aus Gl. (41) folgt schlieBlich 


I, = — x 3m (Ry + B+ B+ BR) = 
= —-F |¢, sin (¢ 4 as i) +d, cos (é = a al aye + | (49) 
+E on e2) —Deea le HB 


De Ausdriicke fiir die hier auftretenden HilfsgréBen sind durch die Gl. (31), (40), 
(45) und (48) bestimmt. ' 


Integral J;. A 
Zerlegt man J, nach Gl. (25/3) mit Hilfe des bereits bekannten J, in 


Gaels (50) 


dann ist noch das Integral 


, 52 1— yp?) + k(1 + A (a2 — 
ts = Oe ¥) cos €AdA = 
+co 
1 22 1— p?) + 64 (1 ee Ae ce : 


zu berechnen. Der Vorgang ist der gleiche wie bei der Ermittlung von J,. Es ent- 
steht der allgemeine Ausdruck 
iG (1 + 22 
jeans EA Te (52) 
— ev 
st any ans 


fiir die Residua, welche an den durch Gl. (44) gegebenen Stellen zu ermitteln sind. 
Man erhalt dann 


wW4— a 
I’ = — 2 |A, sin( 47+) — B, cos (¢ S— 22]! 
: ou = aye Rie orem a eas 
: +w at+w eee 
+= (4 sin(é 4 2 B, cos ( ac ; 53 
mit 
hey b W,— W,] [26 W,—a 
A, = (+H) a 4a Fe 2b 
Ww, +we,+ 2a fa—w, 26 
4a 2b = 
ie b? W,— W, | [a—wW, 2b 
B,= [d+ G— 4a || OBR tate i. 
W,+we+ 2a [2b Ww ,—a 
oF 4a Ei ~ 7 oa 
1= | -]'+ a— ws, — 23} 
2b 2b 7 
e = Ei b2 Wy — We el w, +a ( (54) 
on H) wa eery Ee mae 
W, + We—2a fat+w, 26 
e + 2b meen ov 
POPE. Wy — We, || + We 
B= —|l +H) e+e ls — 75) 4 
+t See = + 54 
a a 2Oa ae 
oe 26 w,+a)2 at Ws, 2b )2 
uo TG ee wv lay a}. 
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Mit Hilfe der Teilergebnisse (49) und (53) kann nun mit Beniitzung der HilfseréBen 
Gl. (31), (40), (45), (48) und (54) das Integral J, aus (50) ermittelt werden. 
Integral I, ,. 


Wird das Integral J,,, nach Gl. (25/6) analog I, zerlegt, so eal sich mit Beniitzung 
von Gl. (31): 


eS 1 (+O (nm? + pw 42 — 1) (22 + 2? : ere 
Fy aT: 4c! A [at 42 + bt (22 + 0?)4] in ( i A) di + ~ 
£29 (nm? + w 2B 1) (4 PE fe 7 
ee ape ete ug we eg og La). 
Die beiden Teilintegrale J,,,’ und J,,/’ konnen durch 
+co i 
en (n? + pw A? — 1) (A? + n?)? ipa ak - 
(Daly = piel A [at a4 + bt (02 + 2/4] en di, 2212 Res (56) 


ausgedriickt werden, wobei wieder fiir y = 0 die Residua der oberen Halbebene zu 
nehmen sind; unter Beachtung von (28) folgt: 


i a Rye 6 Lee 
Pea sel Ul as fur ees, (57) 
he aan (2) har ec. 
Die Beziehung (55) lautet dann: 
Len = a, < (gm CE n)B aint (Tn)y], cUt Ee C, 
1 P (58) 
Ten = ne — sim (Z'n)y1, fir 7 =. . 


Der Integrand von (7',), hat an den neun Wurzeln der Gleichung 
A [at A4 + b4 (2? + n?)*] = 0 (59) 
Pole erster Ordnung. Fiir 4 + 0 folgen hieraus die vier quadratischen Gleichungen 


ee ea 
Av= —W + AZ e i A? = —n® — Age 4, 

a Bie a __ 38ix (60) 
Ag = — 1 +Ag7e- 4 ) AS ct emt 4 = 


In der oberen Halbebene, einschlieBlich der reellen Achse, liegen also die singularen 
Stellen 


Ag=90, A= ie [(a — wy) +4(w3—a@)], A= b2y2 [— (a4 + W,) +2 (ws + @)], a 
ty = yyy load + bea) a= Gyyy Ula + ) + Flo + ah 
wenn 
Ws = =F n//Vron+S b4 + ae 4, w= +n\/[r0m +o b4+—— 46% (62) 
bedeuten. 


Die Bildung der Residua hat wieder nach der in Gl. (33) angefiihrten Rechenvor- 
schrift zu geschehen. Man erhalt fiir 2) = 0 


n2?—1 
BL elce 0 UY Wa 


(63) 
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Fir 4 + 0 kann der allgemeine Ausdruck fiir das Residuum unter Verwendung von 
Gl. (59) auf die Form 
b4 (A? + nt 
erro cy" 3 
R= eee oe (64) 


4 
4b4 (72 + 12? i i) eS (2 | 


gebracht werden. Nach Einfiihrung der j-Werte aus (61) bzw. (60) entstehen die 
Ausdriicke fiir die |zugehérigen Residua. Nachstehend sind ihre Realteile ange- 
schrieben : 


me Ry =e R= [fotconly $5) — gers (ye eveers | 
He y= He Ry = [9 os (y See) + Fessin (w Sa eva | 
wobei die HilfsgréBen 
Ona =— [he We +104 — 2a) — 2 (avg — wg] [1 —n  — x) 4 25 —20)] = | 
— i (Ws + 4 — 2a) | 25, (ws —W,) = (4a w, — w,)|, 
Dur=—|aa (ws; — W,4) — & (4a —w, —,)| 1 n? (1 — pm) a (Ws ws) + | 
| fn (ws + w, — 2a) iF (ws + w,— 2a) — — (Ws w,)), 
Ny = 40°" {| 5, (w, + w, — 2a) os (ws ws)) i ne (ws — W,) — 
ue (4a —ws w,)) |, | 
Cna= | goe (Ws +4 + 2a) —F— (wy ws) [1 ntl —p) +2 (ws ws) ke 
i (ws + wy--+ 2 a) far (ws — w,) 4 = (4a + w, 4 ws)) 
Dua= | Gye (os — 14) + gq (4+ e5+ 04)] [1 — (1p) + EE (0g — w)] + 
On (w, +w, 4 2a) a5 (w, + w, + 2a) fe (ws ws)), | 
Nyp= 406" {| (ws + wy + 2a) — 3" (wg w,))"+ Ona) 
f — (4a + ws 4 wy)) | 


verwendet wurden. 


Da in GL (56) fiir den auf der reellen Achse liegenden Pol A, wieder nur das halbe 
Residuum einzufiihren ist, gilt mit Bentitzung von (63) und (65): 


it (7 n)y = 
=2nite (5 Ry + Ry + RB, + B+ R,)= 


ee hi) 4a a—w eos W3—a 
oO cos ( 1) —D ( foes) ae 
b4 n4 Nee al yp b2/2 ny SIN b2V2 e€ b2YV2 ai 
4a a+w atw ae ane | 
N [Cas cos (p saya) + Daasin ( Hel” 2/2 (67) 
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Nach Einfiihrung der entsprechenden Werte fiir y erhalt man mit (67) aus (58): 


20 
+ (On (5 Ol REY en 28) Ba 
I, ‘sin eae B) Serre + sin ae y’| e PayE al + 
+ foe (SE A) DAE ml EE) BY 4 
= 3 es sin ae B) ee bayer’ + sin ( ; a y’') e aye” \ 
gultig fir « <c;. (68) 
1 ony Coe vo {Ons [eos (ares B) ex bayer cos cen yJe aye” | cs 
= D7) sin are B) oe Dae P__gin ar y"’) cr oa "|\ a 
akc fom foe (Sth 0) Rion Stee) Rs 
yin (8) BE an 2284 EY) 


gultig fir ~ Sc. 


— 


Die Bedeutung der verwendeten HilfsgréBen ist den Gl. (28), (31), (62) und (66) 
zu entnehmen. 


Integral J; ,. 


Die Berechnung ist auf demselben Wege, auf dem die Beziehungen (68) fiir das 
Integral J,,, gewonnen wurden, durchzufiihren. Da die Nenner der beiden Integranden 
dieselben sind, stimmen auch die singularen Stellen tiberein. Dem friiheren (7’,), 
entspricht hier ein ahnliches Hilfsintegral. Fir die zugehorigen Residua erhalt man 


Rees) (69) 


b* n4 


fiir A, = 0, sowie den allgemeinen Ausdruck 


we (1— ney + 2 LEY ae + nie + at nt 
a 22 ipa 70 
R= bt (22 + 28 e ? ( ) 
4 b4 (72 + n?)? | 1 + a ame 


der an den Stellen 2 + 0 nach Gl. (61) gilt. 
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Das Ergebnis lautet : 


wa (n? — 1) 
lin = one 


Tt f a+wW, aes Gene ‘Ves ae 
+ yey (Ana [008 (Foy Ble b2/2 +Cos b2/2 z b2y2 
+ w W3 + a at w, ; se Be 
BS | (== — Ble. ’ + sin y le peye , 
-- By, isin ETE B) b2y2 Gra V I 
giltig fiir x Sc; (71) 
mt a—W, p\ —“~—2 5 a—W, ‘en pay” |— 
Ton = ya (Ans [08 (Sie p)e Pe 008 (Se _ avy 
ee ow) eS ; a—w iN een eel \ 
—B, si ee 7 sin ( ay Je V2 -- 
[sin (Si 6) eit b2y/2 to J | 
nu a+tw, Soy eal ty atw, ?) a. dl | 
Way t4a2 [08 (Se je b2y2 008 (S78 Y Je eey2 iG 
1 (Gta p\ 8 ee “ — “tt N\ 
+ Bus [sin (Soo Bye b2y2 sin bapa? €@ p2y2 p 
gultig fiir 7 2c. J 


Fir die HilfsgroBen gelten wieder die Gl. (28), (31), (62) und (66), sowie die folgenden 
Beziehungen : 


2 } 
Ani aaa (ws + W, 2a) oS (ws W4) ha n? (1 3) e acl 
2 
s =| Sp (ts — wy) — Gy (4a — 095 — 9)] fade? + 3 (0g + wy — 2), 
Bie pom | D aii W,)| |a2b2 n? 4 (w; + w, — 2 a)|— 
(op ee 4 b2 W3 | W, a) 9 Ws 4 I 4b 3 4 
2 
Ls (5 — 4) — 3 (4a — 0, — ,)] | + 0? (1 — nw) — Zoe (ws), - 
2 
Ag ae (ws + Wy 2a) —— (ws—,) wan (1 <5ja) af rau va) 
f 2 
— | ape (os — 0) + Ge (4a + 105+ 209)] [55 (9 +004 + 2a) — a2 ben], 
5 Fs (w, + w, + 2a) — ae (ws—W,) ie (ws + ws + 2a) — a? b? n'| + 


a 


Si Lape (ws — W4) +4 (4a + Ws + W,) 


+ m1 —p) + oe (wy—w,)]. 


Fibrt man die Ausdriicke (38), (39), (49), (50), (53), (68) und (71) in die Gl. (24a) 
ein, dann stellen diese die Momente in der Langs- und Umfangsrichtung des nach 
Abb. 2 belasteten Rohres dar. Bei der Ausrechnung der Summenanteile mit J,,, 
und J,, konnte fiir den Bereich 2 <c zum Teil geschlossen summiert werden. Mit 
Bezug auf Gl. (71) und (68) ist namlich, wie mit Beniitzung der Bernoullischen 
Polynome leicht gezeigt werden kann, 
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=aslo +(—F)et (Be —1e+ 


e—n7 , 
+ (3+ 5 =o + 1, giltig fir OS py<a—e; (73) 
1 E qt e* ( m0 é 
= a 1 2— 3 ( ae =) 2 
Ete pee eT 32 1 I 
+ (x — 9) (5 — = +t +3 — 2) + @ — ot (Z—], 
giltig fir m—e Sp Sz. 

Q 225 450 1000 mm, ~ 

S | 

Hal ae Sa 

x 

3 

ie Cc —e| 

Abb. 3 und 4. Momente mg und m, in tm/m. 
x 
S 
S 
y S 
ee Feo 
Abb. 5. Abb. 6. GréBtmomente mg in tm/m fiir « = 0 + 60°. 


Fiir die Berechnung der auftretenden Spannungen ist auch die Kenntnis der 
iibrigen SchnittgroBen notwendig. Zu den Spannungsanteilen dieser zweiten Teil- 
belastung sind dann noch jene hinzuzufiigen, die sich aus der Membranlésung der 
Teilbelastung 1 ergeben. 


Ingenieur-Archiv IV, 2. 9 
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In den Abb. 3, 4 ist der Verlauf der Biegungsmomente m, und m, langs « = 0, 
sowie lings y = a dargestellt. Die Berechnung wurde fiir r= 65cm, 6 = 2'1cm, 
1= 800m, 2c = 90cm, 2re = 15cm durchgefihrt. 


Erfolgt die Lagerung gema8 Abb. 5 in je zwei Flachenlagern, dann sind die 


resultierenden Stiitzdriicke ={5>;,- Die zugehorigen Biegungsmomente werden in 


folgender Weise erhalten: die Anteile, die von den Kraften 7 (Abb. 2) herrihren, 
bleiben ungeandért. Ihnen werden die Anteile zufolge der Kratfte aes a unter 


2 COS x 
Beriicksichtigung der Angriffsorte dieser Krafte, iiberlagert. 

In Abb. 6 sind noch die Gré&8tmomente m, fiir verschiedene, durch den Winkel « 
gekennzeichnete Lagen der Gleitbleche (Bereich 0 S< « S 60°) dargestellt. Bei zirka 
« = 20° entstehen die kleinsten Maximalmomente. 

Die umfangreichen Entwicklungen zur geschlossenen Darstellung der Integrale 
sowie der beziiglichen Summen der Ergebnisse (24a) haben Herr Privatdozent 
Dr. Parkus und Fri. Dipl.-Ing. Tung] durchgefiihrt. An der zahlenmaSigen Aus- 


wertung war auch Herr Dr. Dédié beteiligt. 
(Hingegangen am 13. Dezember 1949.) 


Zur graphischen Kinetostatik ebener Getriebe*. 
Von K. Federhofer, Graz. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Mit Verwertung der Eigenschaften des Systems der Tragheitskrafte einer 
zwangliufig bewegten Scheibe und jener des im Schrifttum kaum beachteten Joukowsky-Hebels 
wird eine neue Methode zur graphischen Lésung von kinetostatischen Problemen ebener Getriebe 
dargestellt. Die Methode ist sowohl fiir Gelenkketten als auch fir Kurventriebe anwendbar. 
Sie wird erléiutert an dem Beispiel des Nockenantriebes der Steuerung einer Verbrennungs- 
kraftmaschine. 


Summary. Based on the properties of the system of inertia of a disk with only one degree 
of freedom and those of the Joukowsky lever, a new graphic method is established for the solution 
of kinetostatic problems of plane mechanisms. It is applicable on link-chains as well as on 
cam-gears. 

The method is explained on the cam-gear of an internal combustion engine. 


Résumé. Se basant sur les propriétés des forces d’inertie d’un disque mu par une commande 
desmodromique et celles du levier de Joukowsky (peu mentionné dans la littérature), l’auteur 
développe une méthode nouvelle pour la solution graphique des problémes cinéto-statiques des 
mécanismes plans. Cette méthode est applicable aux chaines articulés aussi bien qu’aux mécanismes 
a cames. 

A titre d’exemple, elle est appliquée 4 la commande de distribution d’un moteur & combustion 
interne. 


Einleitung. 


Zu den schénsten Bliiten, die der technischen Mechanik durch die Verwertung 
zeichnerischer Methoden entsprossen sind, gehért neben der graphischen Statik und 
Kinematik die graphische Kinetostatik. Diese hat die Aufgabe zu lésen, fiir den 
einzelnen starren Korper oder fiir ein System von entweder gelenkig oder durch Kraft- 
schlu8 miteinander verbundenen starren Kérpern, dessen Beweglichkeit durch 
Fihrungen gewissen Beschrankungen unterworfen ist, die Fiihrungskrafte, Gelenk- 
driicke und die inneren Krafte fiir beliebige Schnitte der bewegten Glieder zu er- 
mitteln. 


* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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Dem Begriinder der ,,Graphischen Dynamik“, Ferdinand Wittenbauer, gebihrt 
das Verdienst, in mehreren Abschnitten seines gleichnamigen fundamentalen Werkes? 
systematisch die graphische Kinetostatik zwanglaufig gefiihrter Getriebe bei Be- 
schrankung auf ebene Probleme entwickelt zu haben, wobei durchwegs seine Methode 
der statischen Ersatzpunkte benutzt wird. 

Die Behandlung raumlicher Probleme erfordert zunachst eine Analyse des Systems 
der Beschleunigungsdriicke (bzw. der diesen entgegengesetzt gleichen Tragheitskrafte) 
des zwanglaufig bewegten starren Korpers. Dabei konnte vom Verfasser? gezeigt 
werden, da die Achsen der Kraftschrauben aller beim zwanglaufig gefiihrten Korper 
bei gegebenem Geschwindigkeitszustande moglichen Systeme von Tragheitskraften 
auf einem Zylindroid liegen (Tragheitszylindroid). Im Sonderfalle des eben be- 
wegten Systems artet es in ein ebenes, geradlinig begrenztes Kraftbiischel aus, dessen 
Mittelpunkt mit dem von H. Winter? gefundenen Tragheitspol zusammenfallt. 

Dies ist ein fiir die augenblickliche Lage des ebenen Systems fester Punkt, durch 
den alle beim Zwanglauf méglichen co!-Wirkungslinien der resultierenden Trag- 
heitskrafte gehen, die zum gleichen Drehpol und Wendepol und zur gleichen Winkel- 
geschwindigkeit gehéren. Die Begrenzungslinie des Kraftbiischels ist parallel zur 
Schwerpunktsgeschwindigkeit des Systems. 

Zur Konstruktion des Tragheitspoles stehen die einfachen Verfahren von 
H. Winter? und von J. Gerber* zur Verfiigung; bei dem letzteren wird vom Dreh- 
pol und Wendepol kein Gebrauch gemacht, was fiir die Anwendung wertvoll ist, 
da diese Pole haufig auBerhalb der Zeichenflache liegen. Die Aufdeckung der be- 
merkenswert einfachen Eigenschaften des Systems der Tragheitskrafte zwanglaufig 
geftihrter Systeme hat zu weiteren Fortschritten der graphischen Kinetostatik gefiihrt. 
Sie ermédglichte die Entwicklung des sogenannten ,,j-Verfahrens‘‘ des Verfassers® 
fiir die kinetostatische Untersuchung raumlicher und ebener Gelenkketten, ferner 
die Methode von H. Winter’, die auf der Uberfiihrung einer ebenen zwanglaufigen 
Gelenkkette in ein statisch bestimmtes Fachwerk durch Einfiigung eines Hilfsstabes 
besteht und in ihrem weiteren Lésungsgange formale Ahnlichkeit mit dem bekannten 
Ersatzstabverfahren von L. Henneberg besitzt; schlieBlich das sogenannte _,,Seil- 
eckverfahren‘* von G. Gerber®, das nicht an die dem Verfahren von Winter und der 
Ersatzpunktmethode von Wittenbauer auferlegte Beschrankung ihrer Anwendung 
auf ebene kinematische Gelenkketten gebunden ist; es ist auch auf offene, durch 
Kraftschlu8 miteinander verbundene ebene Systeme anwendbar, also auch auf die 
im Kraft- und Arbeitsmaschinenbau haufig verwendeten Kurventriebe. 

Durch Anwendung des d’Alembertschen Prinzips wird bei jedem der genannten 
Verfahren das dynamische Problem auf ein statisches zurtickgefiihrt, wobei die ein- 
gepragten Krafte und Fihrungsreaktionen ins Gleichgewicht gesetzt werden mit 
dem System der Tragheitskrafte des bewegten Systems. 

Im folgenden wird den angefiihrten Methoden eine neue hinzugefiigt, die ebenso 
wie das Gerbersche Verfahren von jeder Beschrankung in der Zwanglaufherstellung 
frei ist und auf der Verwertung der Eigenschaften des im deutschen Schrifttum bisher 


1 BF, Wittenbauer: Graphische Dynamik. Berlin. 1923. 

2 K. Federhofer: Graphische Kinematik und Kinetostatik. Sammlung ,,Ergebnisse der 
Mathematik und ihrer Grenzgebiete“, Bd.I, H.2. Berlin. 1932. 

3 H. Winter: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 189, 151 (1930). 

4 G. Gerber: Maschinenbau, Betrieb 19, 533 (1940). 

5 K. Federhofer: Kinematik und Kinetostatik des starren raumlichen Systems. Wien. 1928. 
Die Anwendung des ,,4-Verfahrens“ zur kinetostatischen Untersuchung des Mehrkurbelgetriebes 
habe ich gezeigt im Ingenieur-Arch. 1, 600 (1930). 

6 G. Gerber: Beitrage zur Graphischen Kinetostatik zwanglaufig gefihrter Scheiben und 
Ketten (Getriebe). Dissertation, Technische Hochschule, Karlsruhe. 1935. 
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kaum beachteten ,,Joukowsky-Hebels‘? beruht. Dieser ist nichts anderes als 
der Plan der senkrechten Geschwindigkeiten der ebenen zwanglaufigen kinematischen 
Kette, den man als starren Hebel betrachtet, der sich um den Geschwindigkeits- 
nullpunkt als festgehaltenen Stiitzpunkt drehen kann. Die Bedingung des Drehgleich- 
gewichtes der an die Knotenpunkte dieses Hebels verpflanzten Krafte des oben an- 
gegebenen gesamten Kraftsystems liefert die Losung der kinetostatischen Aufgabe 
des Getriebes. Dieses Verfahren bietet sich zwanglos schon deshalb an, weil der Ge- 
schwindigkeitsplan ohnehin zur graphischen Darstellung des Geschwindigkeits- 
zustandes des Getriebes konstruiert werden mu. 

Auch in der kinematischen Theorie ebener Fachwerke kann von dem Joukowsky- 
Hebel mit Vorteil Gebrauch gemacht werden’. 


1. Der Joukowsky- Hebel. 


Auf eine zwanglaufige ebene kinematische Kette wirken die Krafte 8,, 8,...%,, 
deren Angriffspunkte die Geschwindigkeiten ¥,, v2,...0, besitzen. 

Ist O der Nullpunkt eines zur Kette konstruierten Planes der senkrechten Ge- 
schwindigkeiten und betrachtet man diesen Plan als einen um den festen Punkt O 
drehbaren starren Hebel, in dessen Knoten die ihnen in der Kette entsprechenden 
Krafte mit gleicher Gré8e und Richtung angreifen, dann mu8 dieser Hebel im Gleich- 
gewichte sein, wenn die Krafte an der kinematischen Kette Gleichgewicht halten 
und es sind die Spannkrafte in den Staben des Hebels (der als Fachwerk erscheint) 
gleich den Spannkraften in den entsprechenden Staben der Kette. 

Beweis: Wenn die Krafte 98,, %.,... 8, an der zwanglaufigen Kette im Gleich- 
gewichte sind, so mu8 nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 


n 
) L,, > Vip = 0 

1 

sein. Mit e als Einheitsvektor senkrecht zur Ebene der Kette ist aber 
Ve =e X Vie 


wo v, die senkrechte Geschwindigkeit von », angibt; demnach wird 
n n 

aD» Bere xX &,) =e DS, XK Be = 0, 

I 1 


n 
1 


Hiermit ist aber das Drehgleichgewicht des mit den Kraften $,, B,, ... %,, belasteten 
Joukowsky-Hebels um den festen Stiitzpunkt O ausgedriickt. Der zweite Teil des 


obigen Satzes folgt unmittelbar daraus, dal jeder Stab ik des Hebels parallel ist 
zum entsprechenden Gliede JK der kinematischen Kette. 


somit 


2. Beispiele. 


a) Die Kolbenmaschine von F. Th. Goodmann ist durch das Getriebeschema 
in Abb. 1 gekennzeichnet. Es sollen die gegebenen Kolbenkrafte P und Q graphisch 


7 N. Joukowsky: Samml. math. Arb. d. math. Ges. Moskau 28, 71 (1911). Auf die Be- 
deutung des Joukowsky-Hebels fiir die Kinetostatik habe ich in meiner in FuBnote 2 angeftihrten 
Schrift (8S. 103) aufmerksam gemacht. Vgl. auch 8. Timoshenko und D. H. Young: Theory 
of Structures, 8. 42. New York. 1945. 

* Mein im Erscheinen begriffenes Buch ,,Priifungs- und Ubungsaufgaben aus der Mechanik 
des Punktes und des starren K6érpers‘ (Wien: Springer-Verlag) enthalt im I. Teil (Statik) einige 
hierher gehdrige Aufgaben. Vgl. auch die Notiz von H: Egger: Z. angew. Math. Mechan. 29, 
284 (1949). 
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auf den Kurbelzapfen H reduziert werden mit der Annahme, daB die reduzierte Kraft 
und der Weg des Reduktionspunktes EH in dieselbe Gerade fallen. 

In Abb. 2 ist fiir das Getriebe mit dem Nullpunkt o und beliebig gewahlter senk- 
rechter Geschwindigkeit oe des Reduktionspunktes H der Plan oecda der senkrechten 
Geschwindigkeiten in bekannter Weise konstruiert, an welchem in a die Kraft Neg 


Abb. 1 (links). Getriebeschema der Kolbenmaschine von 
F. Th. Goodmann. 


Abb. 2 (rechts). Joukowsky-Hebel zu Abb. 1 mit den an ihm wirkenden Kraften P,Q, R. 


in c die Kraft Q und in e die nur der Richtung nach bekannte reduzierte Kraft R 
wirken. Da P + Q und — R den Hebel im Drehgleichgewicht um o halten miissen, 
so ist os die Wirkungslinie ihrer Resultierenden, womit R konstruiert werden kann. 

b) Das in Abb. 3 dargestellte Stabsystem besitzt inO, 
und O, unverschiebliche Gelenke und in C ein Gleitlager. 


Abb. 3 (links). Ebenes Stabsystem, belastet mit P 
und Q. 


Abb. 4 (rechts). Joukowsky-Hebel zu Abb. 3: Kon- 
struktion des Lagerdruckes C. 


Es soll auf kinematischem Wege fiir das mit den Kraften P und Q belastete Stab- 
system die Lagerreaktion in C konstruiert und festgestellt werden, bei welcher Ver- 
schiebungsrichtung des Gleitlagers C das Stabsystem beweglich ist. 

Fir das durch Wegnahme des Gleitlagers C zwanglaufig gemachte Stabsystem 
ist in Abb. 4 der Plan der senkrechten Geschwindigkeiten konstruiert. Man 1a8t im 
Punkte p die Kraft P, in g die Kraft Q wirken und bringt den um o drehbaren 
Joukowsky-Hebel durch die in c angreifende Lagerkraft O, deren Richtung bekannt 
ist, ins Gleichgewicht. Wird R = P + Q zerlegt nach den Richtungen von C und os, 
so ist hiermit auch die GréBe von C bestimmt. Wenn die Gleitrichtung des Lagers C 
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senkrecht zu oc ist, dann wird die Beweglichkeit des Systems durch das Gleitlager 
nicht aufgehoben. 
3. Kinetostatik der Steuerscheibe. 
Von dem Nockenantriebe (Abb. 5a) der Steuerung einer Verbrennungskraft- 
maschine sind gegeben die Massen m,, m, der Nockenscheibe und des StéBels, die 


Antriebskraft 8 und die Winkelgeschwindigkeit w des Nockens sowie der Widerstand %& 
der Ventilstange; die Rolle des StéBels lauft auf dem geraden Flankenteil des Nockens. 
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Abb. 5. a) Nockenantrieb der Steuerung einer Verbrennungskraftmaschine. b) Beschleunigungs- 
plan. c¢) Dynamischer Kraftplan. d) Joukowsky-Hebel mit den an ihm wirkenden Kraften. 


Es sind graphisch zu bestimmen: der Beschleunigungszustand und die Gelenk- 
und Fihrungsdriicke bei Beriicksichtigung der Reibung zwischen Stel und seiner 
Fihrung (Reibungswinkel @); die Masse der Rolle werde vernachlassigt. 

Der graphischen Lisung liegen folgende Zahlenangaben zugrunde: P = 12 kg, 
G,=mg=—12kg, W=6bke, G,—=m,9=02ke, @=—100cek—. Der Rotlen. 
mittelpunkt M bewegt sich relativ zum Nocken auf der Aquidistanten der Nocken- 
flanke durch M. Fir die Absolutbeschleunigung des VentilstéBels gilt 


big = by, + 6, +2 X v, 


mit by, als Beschleunigung des mit M zusammenfallenden System- (Nocken-) Punktes, 
bv, und 6, als Geschwindigkeit und Beschleunigung der geradlinigen Relativbewegung 
auf der Flanke. 


Fir den Zustand reiner Normalbeschleunigung des Nockens ist 
by, = MO- w? = 240 m/sek?. 


Hiermit liefert der mit dem Nullpunkt = gezeichnete Beschleunigungsplan (Abb. 5b), 
in welchem by,” = aU, ist, 


= 0 
Oa = Wiha - 
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Diesem Beschleunigungszustande entspricht die Traigheitskraft des Nockens: 


> > 
2 ==? OS =m, 2 0° 
und jene des StdBels: 
Beat ang ps eae ae 
“2 2°Ma — My T Ug - 


Nach dem d’Alembertschen Prinzip sind sowohl der StoBel als auch der Nocken fiir 
sich allen im Gleichgewicht, wenn folgende Kraftegruppen wirken (Abb. 5a): 

Nocken (Scheibe 1): 8, Z,°, die zusatzliche Tragheitskraft {,' infolge der Winkel- 
beschleunigung des Nockens (angreifend im Tragheitspole 7, und | OS), der Druck 8, 
im Zapten O und der senkrecht zur Flanke gerichtete Rollenanpressungsdruck %; 
(der Tragheitspol 7’, ist identisch mit dem Schwingungsmittelpunkt der Nocken- 
scheibe mit O als Drehpunkt, somit S77, = i,2/SO); 

St6Bel (Scheibe 2): YW, T,° in StdBelachse, die Reaktionskrafte % und %p der 
StéBelftihrung, die in den Punkten C und D unter dem Reibungswinkel @ gegen die 
Fiihrungsrichtung wirkend angenommen werden und durch die in M wirkende Re- 
sultierende ‘igp mit demnach bekannter Wirkungslinie MN ersetzt werden kénnen, 
die zusatzliche Tragheitskraft I,’ infolge der beschleunigten Drehung des Nockens 
und — §; (die Tragheitskraft I,’ greift im Schwerpunkte des St6Rels an, da er eine 
Translation ausfihrt). 

_ Da die Wirkungslinien der Krafte 8 und %gp bekannt sind, so sind auch ihre 
durch eine Langskraft in der StéBelachse erzeugten Betrage zwanglaufig bestimmt; 
der Langskraft W + Z,° entsprechen dann die Krafte Rtgp® und B® (Abb. 5c). 

Mit einer willkiirlichen Annahme der Tangentialbeschleunigung (b,,‘) liefert 
der Beschleunigungsplan (Abb. 5b) die zusatzliche StoBelbeschleunigung 


Dare’) = Ma® (Ma 
und hiermit (Ora) = Ma? (Ha) 


per: (Ly!) = — mz (Oma'); 
= 6.) = = xe!) 
OM 
ist auch die zusatzliche tangentiale Tragheitskraft der Scheibe 1: 
(T,') = — m, (b5/) 
gegeben. 


Am Getriebe (Scheibe 1 + 2) wirkt folgendes Kraftesystem: Die bekannten 
Krafte %, WW, T°, T°, Hep® mit der Mittelkraft W° (dynamischer Kraftplan c); die 
mit einer willkiirlich angenommenen Tangentialbeschleunigung von M erhaltenen 
Krafte (Z,’), (Z,/) und die Kraft (%tgp’), die durch die zusiatzliche Langskraft (Z,’) 
des StoBels in der Wirkungslinie MN geweckt wird; diese drei Krafte werden zu 
(h’) zusammengefaBt; schlieBlich der Lagerdruck (0). 

LaBt man die Krafte dieses Systems am Joukowsky-Hebel (Abb. 5d) (Plan der 
senkrechten Geschwindigkeiten 0am, t,) wirken, so diirfen sie, da sie ein Gleich- 
gewichtssystem bilden, keine Drehung um den Nullpunkt o erzeugen. Hiernach 
muB die Wirkungslinie ° + (%’) durch den Drehpunkt o des Hebels gehen, womit 
xo + KR’ = R* und daher auch ’ endgiiltig bestimmt ist. 

Mit 9’ kennt man auch S$,’ und &,’ und mit diesen die Beschleunigungen des 


aS 
StoBels bar, = ae und des Nockenschwerpunktes 6, = zo. 

Der Lagerdruck 9 an der Nockenwelle ist gleich — *. Aus dem dynamischen 
Kraftplan (c) konnen bei nun bekanntem {f’ auch die endgiiltigen GroBen des Rollen- 
anpressungsdruckes % und der Reaktionskrafte 9¢, Jp der Stobelfiihrung ent- 


nommen werden. 
(Hingegangen am 24, Januar 1950.) 
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Das Ausknicken von Fachwerken aus ihrer Ebene’. 
Von L. Kirste, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die bereits bekannte Methode des ,,Weiterleitens“ und des ,,Nullsetzens“ 
von Steifigkeiten wird auf die Verschiebungssteifigkeit von Fachwerksknoten senkrecht zu ihrer 
Ebene angewendet und dadurch die Stabilitatsgrenze ermittelt. 


Summary. The ‘already known method of ,,transmitting‘‘ and ,,equalizing to zero‘, of 
stiffnesses, is applied to the stiffness of framework nodes, opposing displacement normally to 
their plane, which leads to the determination of the limit of stability. 


Résumé, La méthode déja connue de la «transmission» et de «l’égalisation & zéro» des 
rigidités est appliquée & la rigidité s’opposant au déplacement des neeuds de treillis perpendi- 
culairement & leur plan, ce qui conduit & la détermination de la limite de stabilité. 


Die Stabilitét von Fachwerken, an denen Druckstabe anschlieBen, gegeniiber 
einem Ausweichen aus der Fachwerksebene wird meist durch Querverbindungen — 
die praktisch starr sind — oder durch die Biegungssteifigkeit durchlaufender Stabe — 
also elastisch — erzwungen, was oft schon mit Riicksicht auf die Montage notwendig 
ist. Im folgenden soll nun das Verhalten von Knoten, die nicht starr festgehalten. 
sind, als ,,Steifigkeitsproblem‘‘ behandelt werden. 


An dem Knoten ,,M“ eines ebenen Stabsystems (Abb. 1) sollen Zug- und Druck- 
stabe anschlieBen. Wird dieser Knoten normal zur Fachwerksebene verschoben, 
wahrend die iibrigen Stabanschliisse darin verharren, so erzeugt jeder Druckstab 
eine auslenkende, jeder Zugstab eine 


RP 
riickfitihrende Komponente von der GréBe : { 
Stabkraft mal Verschiebung  P:-v y, P,/t,7547 ee - y 
Stablange rie B ras tn 
|\* 
A B YB 
S,> at Ne 
Tae, 52 
A 8 A 
. eee G 
5S0 57? {ne 
Abb. 1. Abb. 2. 


normal zur Fachwerksebene. Das System ist stabil oder labil, je nachdem, ob die 
Zug- oder die Druckkomponenten iiberwiegen, das hei&t also, je nachdem, ob 
P 
DP 
ist. 

Von den Stabkraften selbst wird angenommen, daB sie durch eine der tiblichen 
Methoden — fiir statisch bestimmte oder unbestimmte Fachwerke — ermittelt worden 
sind. Bezeichnet man nun die Kraft, die notwendig ist, um den Knoten um die Einheit 
der Lange zu verschieben, als ,,Steifigkeit“‘, so liefert offenbar jeder der anschlieBenden 
Stabe dazu einen Beitrag s = P/l, den wir als ,,Eigensteifigkeit‘‘ bezeichnen und als 
positiv ansehen wollen, wenn er riickfiihrend, P also eine Zugkraft ist. Diese Be- 
trachtungsweise fiihrt demnach auf eine ,,Steifigkeitsmethode“!, deren Grundlage 


* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 


1 Vgl. Osterr. Ingenieur-Arch. 1, H. 1/2 (1947); 2, H. 3 (1948). 
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aber nicht die Verdrehungssteifigkeit eines Knotens, sondern seine Verschiebungs- 
steifigkeit normal zur Fachwerksebene ist: Logischerweise muf also auch hier nach 
der ,,weitergeleiteten Steifigkeit gefragt werden, wenn namlich das andere Stab- 
ende nicht starr — wie im Fall der Abb. 1 —, sondern selbst wieder elastisch fest- 
gehalten ist, etwa dadurch, daB die anderen, dort anschlieBenden Stabe zusammen 
eine Verschiebungssteifigkeit ergeben, die positiv oder negativ sein kann. 


An den Stab AB (Abb. 2) mit der Eigensteifigkeit s,, der in ,,A“ unverschieblich 
festgehalten ist, schlieBe in ,,B“ ein Stab mit der Kigensteifigkeit s, an. Nun werde 


as t Ee t ee 


5 | 
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Abb. 3. 


der Knoten ,,C“ durch eine Kraft ,,K“‘ aus der Fachwerksebene herausgezogen. Sind 
8, und s, beide positiv, so wird sich offenbar eine Gleichgewichtslage nach Abb. 2a 
ergeben. Das Verhaltnis von x zu y findet man aus 


st = (y— 2), ey 2 
und aus 
S(y—«z)+K=0 
folgt die weitergeleitete Steifigkeit in ,,C*: 
ise Soe Vim ae SS, 
WS es %2 Odde ey ines, 


Ist s, positiv, aber s, negativ, so stellt sich eine Gleichgewichtslage nach Abb. 2b 
ein; ist hingegen s, negativ und s, positiv, so ist die médgliche Gleichgewichtslage 
durch Abb. 2c gegeben. In beiden Fallen 


ist wieder ees (eee foue 
unter Beriicksichtigung des Vorzeichens 


26, ' -2 ! 
= ce Web Be 2 ey 
§ s 
ah als 2 -l28 +\28, 
von 8, und 8. +04 +31 “71 re 
Stabilitat ist nur méglich, solange die 
in einem Knoten zusammentreffenden a +13 “37 
57 Sf $s. 


Steifigkeiten eine positive Summe ergeben ; 
bei negativem Nenner ware keine stabile 1A ty cA 
Gleichgewichtslage vorhanden. 

Ein einfaches Beispiel zeigt das in Abb. 3 dargestellte Fachwerk. Mit den darunter 
angeschriebenen Higensteifigkeiten (Stabkrafte durch -langen) fdet man, von links 
beginnend — die Diagonalen geben immer paarweise zur Summe Null — 


9-12 — 514-2 
%=+9, &=goqg SH t5l4, 8 =a y= — 328 


-24 
“3 
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und die resultierende Steifigkeit in ,,4‘“, wobei s, aus Symmetriegriinden gleich s, ist, 
— 3:28 + 5:14 = + 1:86, 
also positiv. 
Verteilen sich die Auflagerdriicke hingegen wie in Abb. 4 angegeben, so hat man 


8-103 455 67 
Sita i 8, $2 = See ae Seis S3iap 4:5 — 3-7 iar 20°8 


und die resultierende Steifigkeit in ,,A“: 
SSS de Les 
also negativ. 

Um den Knoten und damit das ganze Tragwerk ins indifferente Gleichgewicht 
zu bringen, mu beispielsweise in ,,A“ eine positive Steifigkeit von der GroBe + 16°3 
hinzukommen, oder in ,,A‘‘ und in ,,B“ je eine von der GréBe + 2°9. Dann lautet 
die Rechnung: 


S=+45429=474, s,= —z; 


und daher 
Sst S,.= 83 + 8, — 0. 

Diese zusitzliche Steifigkeit kann unter anderem durch die seitliche Biegungs- 
steifigkeit des Untergurts erreicht werden, wenn er durchlauft und ein geniigendes 
Tragheitsmoment hat. In einem solchen Fall, wo die Steifigkeit eines elastischen 
Konstruktionsteils hinzutritt, laBt sich auch eine ,,Sicherheit“ gegen die Uberschreitung 
der Stabilitatsgrenze angeben; sie ist gleich dem Verhaltnis der tatsichlich vorhan- 
denen zu der erforderlichen Steifigkeit. Ist hingegen das gelenkig gedachte Fachwerk 
fiir sich allein schon stabil, so laBt sich eine ,,Sicherheit“‘ nicht angeben, da sich mit 
zunehmender Belastung auch alle positiven und negativen Steifigkeiten proportional 
andern. 

(Hingegangen am 27. Dezember 1949.) 


Zur Ableitung des Croccoschen Wirbelsatzes*. 
Von F. Magyar, Wien. 


Zusammenfassung. Der Zweck dieser Arbeit ist es, die Meinungsverschiedenheiten zu kliren, 
die sich infolge der sehr verschiedenen Voraussetzungen bei der Ableitung des Croccoschen Satzes 
fiir seine Anwendungen ergeben. 


Summary. The object of this paper is to clarify the divergence of opinions with respect to 
the applications of Crocco’s Theorem, resulting from the very different suppositions made in 
its deduction. 


Résumé. Le but de cette publication est d’élucider les divergences d’opinions sur les appli- 
cations du Théoréme de Crocco, qui résultent des hypothéses trés diverses faites dans sa démon- 
stration. 


Der Wirbelsatz von Crocco, dem in der Gasdynamik gréBere Bedeutung zukommt, 
gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen Wirbelverteilung und Entropie. Da 
aber hinsichtlich Ableitung und Anwendbarkeit dieses Satzes die Meinungen: nicht 
unwesentlich divergieren, diirfte der Versuch einer Klarstellung der Voraussetzungen 
nicht ohne Interesse sein. 


Die urspriingliche Ableitung von Crocco! ist zuerst von Tollmien? und spater 
* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 


1 L. Crocco: Z. angew. Math. Mechan. 17 (1937). 
2 W. Tollmien: Luftfahrt-Forsch. 19 (1942). 
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von Oswatitsch? verallgemeinert worden. Oswatitsch geht von den beiden Glei- 
chungen : 


? FU +M)=9x(V xw)=0 x 2 (1) 
ee U = const. (2) 


aus. Hierin bedeuten 7 die Enthalpie im Energiema8, ty = 2 VY xv den Wirbel- 
vektor, U das Potential der 4uBeren Krafte und J7 = e Die Konstante der Gl. (2) 


soll, wie Oswatitsch ausdriicklich bemerkt, nicht nur langs einer Stromlinie sondern 
fiir den ganzen Raum gelten. Zieht man nach Einfiihrung der Entropie s und der 
absoluten Temperatur 7’ noch die Warmegleichung 


T ds = di — dill = di — dp (3) 


zur Elimination von // heran, so erhalt man in einfacher Weise das Ergebnis 
TVs 2 to. <p, (4) 

das auch Sauer‘ anfiihrt. 

Man sieht aber leicht, dafi die Gl. (2) durch Integration aus Gl. (1) hervorgeht, 
wenn man unveranderliche Entropie, das hei®Bt nach Gl. (3) 

di = dit 
annimmt. Das Wegelement fiir die Integration muB aber mit » und V Xx » = 2 tw 
komplanar sein> oder, mit anderen Worten, in die Tangentialebene der von Strom- 
linien und Wirbellinien bestimmten ,,Energieniveauflachen“‘ hineinfallen. Die Konstante 
der Gl. (2) kann demnach im ganzen Raum nur dann den gleichen Wert haben, wenn 
entweder die Wirbel iiberhaupt verschwinden oder mit den Stromlinien zusammen- 
fallen. In diesem Falle steht aber auf der rechten Seite der Gl. (1) Null und die Gl. (4) 
liefert mit 
2wxv=0 


das triviale Ergebnis 
Vi Stee Oe 6s == -COnSH. 
Die Diskrepanz ergibt sich somit daraus, da mit den Gl. (1) und (2) zweimal dieselbe 
Gleichung unter verschiedenen Voraussetzungen angewendet wurde. 
Nimmt man hingegen die Konstante der Gl. (2) in der Richtung normal zu den 
Energieniveauflachen veranderlich an, so erhalt man nach Gradientbildung mit 


V es ba pe 11) =n (2') 
in analoger Weise das Ergebnis 

TVs = Vig = 2 oxo: (4’) 
An Stelle von i, kann man entsprechend dem jeweils vorliegenden Problem auch JJ, 
oder die Gesamtenergie H, einfiihren. Das Potential der auferen Krafte diirfte in 

den meisten Fallen kaum von Bedeutung sein. 
Die nunmehr erhaltene Gl. (4’) wird durch Anwendung auf ebene Strémungen 
besonders durchsichtig. Die Konstante der Gl. (2’) andert sich jetzt von Stromlinie 


zu Stromlinie, die die Spuren der Energieniveauflachen darstellen. Fiir die zu diesen 
senkrechte Richtung n erhalt man aus Gl. (4’) 


3 K. Oswatitsch: Luftfahrt-Forsch. 20 (1943). 
4 R. Sauer: Theoretische Einfiihrung in die Gasdynamik. 1943. 
5 F. Magyar: Anz. Akad. Wiss. Wien 1949, Nr. 2; auch Osterr. Ingenieur-Arch. 3, H. 3 (1949). 
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pees NAC ee (2 7) = 200, (5) 


on on on r 


dieselbe Beziehung, die Krahn in seinen 1944 in Géttingen gehaltenen Vortragen 
unmittelbar fiir die Ebene aus den Gleichungen 


di + vdv = di, 
: ] 
T' ds = di — ~ dp, (6) 
Lvep Rit: 
TS Gath nd EF 


abgeleitet hat®’. Auch v. Mises gibt in seinen an der Havard University, Cambridge, 
Mass., USA., gehaltenen Vorlesungen’ eine analoge Formel an, die in unseren Be- 
zeichnungen lautet: . 


ds 0H 20 
fog tr hoe aig (7) 
Die Energie H bleibt langs einer Stromlinie y konstant. Mit 
aig Skt AS 
ow ov on 
geht die Gl. (7) in 
pg 200 (7’) 


iiber, das heiBt sie wird mit Gl. (5) identisch, in welcher bloB 7, durch g H zu er- 
setzen ware. 

Ks ist klar ersichtlich, daB die beiden von Krahn und v. Mises fiir die Ebene ab- 
geleiteten Wirbelsitze wohl aus der raumlichen Gl. (4’), nicht aber aus der von 
Oswatitsch angegebenen Gl. (4) gewonnen werden kénnen. 


(Hingegangen am 10. August 1949.) 


Beitrag zu den dreiachsigen 
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fester Stoffe*. 


Von J. Majer, Wien. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Ein bekannter Ansatz fiir dreiachsige, nichtlineare Spannungs-Dehnungs- 
Beziehungen 1a8t sich fir sogenannte spréde Stoffe erweitern. Zur plausiblen physikalischen 
Erlauterung der gew&hlten Form des Ansatzes wird die Hypothese zweier Formanderungs- 
mechanismen und ihrer Grenzzustande eingefiihrt. Mit ihrer Hilfe gelingt es, aus den Druck- 
versuchen von Th. v. Karman die fiir den Ansatz erforderlichen zwei ,,Flie8funktionen‘’ bzw. 
»FlieBkurven® fiir Marmor zu ermitteln. Als Beispiel fir das Verfahren werden ferner unter 
vereinfachten Voraussetzungen Spannungs-Dehnungs-Gleichungen fiir Beton B 300 aufgestellt. 


Summary. A well known equation for tri-axial, non-linear stress-strain relation can be 
extended to so-called “brittle” materials. A plausible physical explanation for choosing the 
given form of equations is made possible by introducing the hypothesis of two deformation 
mechanisms and their limiting conditions. Thus it is possible to determine the “‘flow-functions”’ 
or “‘flow-curves” respectively, for marble based on experimental results obtained in Th. v. Kar- 
man’s compression tests. The method is further illustrated by the determination of stress-strain 
relations for concrete ““B 300” under certain simplifying suppositions. 


Résumé. On peut étendre 4 des matériaux soi-disant «cassants», une forme bien connue des 
relations non-linéaires entre les tensions et les déformations. Pour expliquer la forme mathé- 


° Dem Verfasser ist eine Veréffentlichung dieser Ableitung nicht bekannt geworden. 

7 R. v. Mises: Notes on mathematical theory of compressible fluid flow. Special Publication 
No. 2 from the Graduate School of Engineering, Cambridge Mass. 1949. 
* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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matique choisie de fagon satisfaisante on a introduit Vhypothése de deux méchanismes et leurs 
états limites. Partant des essais de compression sur marbre, faits par Th. v. Karman, il devient 
alors possible de déterminer les deux «fonctions d’écoulement» ou «courbes d’écoulement». Comme 
exemple on donne les relations entre les tensions et les déformations pour beton «B 300». 


1. Einleitung. 


Fast alle technisch wichtigen Stoffe, von denen die meisten polykristallin. sind, 
gehorchen fiir sehr kleine Verzerrungen dem verallgemeinerten Hookeschen Gesetz, 
der Grundlage der klassischen Elastizitatstheorie. Bei groBeren Verzerrungen treten 
aber merkliche Abweichungen von diesem Gesetz auf, wie alle diesbeziiglichen Ver- 
suche zeigen. Bei diesen wurden die Versuchskérper méglichst homogen beansprucht. 
Man brachte entweder zuerst allseitig gleichen Druck auf und veranderte dann eine 
Hauptnormalspannung!-*, wahrend die beiden anderen konstant blieben, oder man 
hielt wahrend der Belastung die Verhaltnisse der Hauptnormalspannungen (o,/o, 
und o,/o3) konstant!-°. 

Die aus diesen Versuchen ermittelten Spannungs-Dehnungs-Diagramme stellen 
Kurvenscharen dar, wobei die bei einem Belastungsvorgang konstant gehaltenen 
GréBen als die Parameter dieser Schar anzusehen sind. 

Die Abweichungen vom Hookeschen Gesetz zeigen sich dabei einerseits im nicht- 
lmearen Verhalten, anderseits darin, daB die Form der Spannungs-Dehnungs-Linien 
meist stark von den Spannungszustinden (das heiBt also von den Parametern) ab- 
hangen. : 

Das Problem der mathematisch-mechanischen Erfassung dieser Versuchsergebnisse 
ist von verschiedenen Autoren angeschnitten worden’ *: 8: 6 9, 

Derartige Gesetze gehéren zu den Zustands- oder nach Fromm” zu den ,,Stoff- 
gleichungen*. Im vorliegenden Fall wird fiir den Zustand des Gleichgewichtes die 
Abhangigkeit zwischen den ZustandsgréBen ,,Spannungen“ (es sind immer die auf 
den jeweiligen Querschnitt bezogenen, die ,,effektiven‘‘ gemeint) und den_,,Ver- 
zerrungen (es sollen darunter die tiblichen, auf die urspriingliche Lange bezogenen 
Langenanderungen verstanden werden) gesucht, wobei der Versuch unternommen 
wird, eine Verbindung der Methode der Reduktion auf ,,FlieBkurven‘!) » 4, 6% bzw. 
»/lieBfunktionen‘‘ mit der Theorie der Grenzzustainde herzustellen. 

Die Vielzahl der physikalischen Gré8en, die von EinfluB sind, und die Mannig- 
faltigkeit der modglichen Verkniipfungen lassen einen allgemeingiiltigen Ansatz fir 
alle Stoffe und méglichen Zustainde nicht zu und machen die Annahme bestimmter 
plausibler physikalischer Idealisierungen .notwendig. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. K. Wolf fiir seine Anteilnahme 
und Unterstiitzung bei der Abfassung dieser Arbeit zu danken. 

1 Th. v. Karman: Z. Ver. dtsch. Ing. 55, 1749 (1911). 

2 R. Boker: Forsch. Gebiete Ingenieurwes. H. 175/176 (1915). 

8 M. Ros und A. Eichinger: Versuche zur Frage der Klarung der Bruchgefahr. Diskussions- 
bericht Nr. 28: II. Nichtmetallische Stoffe,'E.M.P. A. a. d. E. Techn. Hochschule in Ziirich, 

1 8. 
ae tes und A. Eichinger: Versuche zur Klarung der Frage der Bruchgefahr. Diskussions- 
bericht Nr. 14 der E.M.P.A., Bericht Nr. 34, III. Metalle, 1929. 

5 R. Schmidt: Ingenieur-Arch. 8, 215 (1932). 

6 &. A. Davis: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 65, A-187 (1943); 67, 
A-13 (1945). 

7 Gribler: Z. Ver. dtsch. Ing. 44, 1157 (1900). 

8 H. Schlechtweg: Ingenieur-Arch. 4, 263 (1933). 

9 A.L. Nadai: Appl. Mechan., London 157, 121 (1947). 

10 H. Fromm: Ingenieur-Arch. 4, 432 (1933). 

11 P, Ludwik: Elemente der technologischen Mechanik. Springer-Verlag. 1909. — P. Lud- 
wik und R. Scheu: Stahl u. Eisen 45, 11, 373—381 (1925). 
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2. Voraussetzungen und allgemeiner Ansatz. 


Die nachstehenden Untersuchungen werden unter folgenden Voraussetzungen 
gemacht: 

a) Das Material ist in groBen Stiicken (makroskopisch) homogen und isotrop 
(quasihomogen und quasiisotrop). 

b) Beim langsamen Aufbringen auBerer Lasten stellt. sich ein praktisch zeit- 
unabhangiger Gleichgewichtszustand ein, wobei der Koérper gewisse Verzerrungen 
erfahrt (Kochendorfer? nennt diese den Zusammenhang zwischen Last und Ver- 
zerrung darstellenden Kurven ,,praktische Dehnkurven"’). 

c) Homogener Spannungszustand (makroskopisch gesehen). 

d) Die Verzerrungen kénnen im Vergleich zu denen, fiir die sich der Koérper ideal- 
elastisch verhalt, als groB angesehen werden. Sie sollen jedoch grundsatzlich nur 
von einer GréBenordnung sein, die es gestattet, den Verzerrungszustand durch einen 
symmetrischen Tensor mit den im nachfolgenden verwendeten Dehnungen ¢, ¢€, 
und ¢, als Hauptwerten mit geniigender Genauigkeit zu beschreiben”™. 

Unter diesen Annahmen, aus denen auch die Koaxialitat von Spannungs- und 
Verzerrungstensor folgt, kann man jeden Spannungs- bzw. Verzerrungszustand in 
eineM 0}, 02, 63- bzw. €4, €9, €,-Koordinatensystem als einen Punkt darstellen. Jeder 
stetigen Lastveranderung werden in diesen Koordinatensystemen stetige Kurven — 
wir wollen sie als ,,Spannungs- bzw. Verzerrungswege‘‘ bezeichnen — entsprechen 
und es sollen: 

e) Die aufzustellenden Formeln nur fiir solche ,,Spannungswege“ gelten, die nur 
von den jeweiligen Endspannungen abhangige Verzerrungen ergeben; das heibt, 
da in diesem Bereich von Spannungswegen die Verzerrungen vom Spannungsweg 
unabhangig sinda, 

Durch diese letzte Forderung, die es gestattet, die gesuchten Beziehungen in der 
endlichen Form 

sp =P logs 0g lS ee; 


darzustellen, ist eine Beschrankung auf bestimmte ,,K6rper“ bzw. bei den realen 
Stoffen auf bestimmte Zustandsbereiche ausgesprochen. 

Mit diesen Mitteln der Behandlung nicht zuganglich ist das rein plastische Ver- 
halten in dem klassischen Sinne des FlieBens, bei dem namlich einem bestimmten 
Spannungszustand kein bestimmter Verzerrungszustand eindeutig entspricht (z. B. 
Saint-Venant-Misesscher oder Prandtl-ReuBscher Kérper™: 15). 

Die gréBeren Abweichungen vom verallgemeinerten Hookeschen Gesetz sind bei 
den meisten Stoffen auf die bleibenden Formanderungen zuriickzufiihren. Es zeigt 
sich nun, daB diese mit praktisch unveranderlichem Volumen vor sich gehen, daB 


2 A. Kochendorfer: Plastische Eigenschaften von Kristallen und metallischen Werk- 
stoffen. Berlin: Springer-Verlag. 1941. 

8 K. Hohenemser und W. Prager: Z. angew. Math. Mechan. 12, 216 (1932). 

“4 Siehe die tibersichtliche Darstellung bei K. Hohenemser und W. Prager: Z. anyew. 
Math. Mechan. 12, 1 (1932). 

1 H. Geiringer und W. Prager: Ergebn. exakt. Naturwiss. 18, 310 (1934). 

6a Diese Annahme einer Quasi-Elastizitat ist erforderlich fir Berechnungen wie etwa bei 
H. Schlechtweg [Z. angew. Math. Mechan. 11, 97 (1931)] oder E. Melan?’. (In diesen Fallen 
mu man auch die Voraussetzung c) fallen lassen und die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fir 
inhomogene Felder als giltig ansehen). Im vorliegenden Fall ist e) auBerdem eine Arbeits- 
hypothese um die Versuche von Karman! verwenden zu kénnen. Bei technologischen Unter- 
suchungen fir grof2 Formanderungen wird e) entbehrlich, wenn man die Gleichungen nur fir 
eine bestimmte Art von Belastungsweg — etwa o,/c, und o,/o; konst. — aufstellt. Man mu8 dann 
wohl noch die Bedingung dazunehmen, daf} sich die Hauptnormalspannungsrichtungen relativ 
zum Ké6rper nicht drehen. (Siehe Nadai)®. 
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also die Volumsanderungen nur elastisch sind. Man kann daher wie bei ideal-elastischen 
Stoffen die Volumsdilatation «, + e, + e; = 3 als eine Funktion des Spannungs- 
mittels o = (0, + 62 + 63)/3 = J,/3 (J, = erste Invariante des Spannungstensors) 
allen ansehen. Fir die Abhangigkeit der deviatorischen Anteile setzen wir: 


Sei D (ono) fea Se 12,38 (1) 
Siehe auch 1%: 17, 4, 9, 

Der Faktor ® kann aus physikalischen Erwagungen, wenn er nicht wie in der 
klassischen Elastizitatstheorie als konstant angesetzt wird, bei homogenen Spannungs- 
feldern nur eine Funktion der Invarianten des Verzerrungs- bzw. des Spannungs- 
tensors sein. Auch der Betrag der gréBten Hauptnormalspannung kann z. B. als 
solche eingefiihrt werden. ay 

Zur Erlauterung der Gedankenginge fiir die Er- “” 
mittlung eines geeigneten Ansatzes von ® soll im 
nachstehenden eine analytische Darstellung der 
Karmanschen Marmordruckversuche auf Grund des 
allgemeinen Ansatzes (1) versucht werden1§ (Abb. 1). 

Es bleibt noch die Frage zu klaren, ob man be- 
rechtigt ist, die Bedingung e), S. 142, fiir den gewahl- 
ten Stoff als giiltig anzusehen, das heiBt ob der 
Belastungsweg der Karmanschen Druckversuche! —  ,,,, 
namlich zuerst allseitiger Druck und dann ein- 
achsiger Druck — in diesen Bereich fallt, in dem man 
einen solchen Korper als quasielastisch ansehen kann. — ;g09 | 

K. Hohenemser und W. Prager®, R.Schmidt® 
und A. L. Nadai® sehen die Spannungs-Dehnungs- 
Gleichungen in der endlichen Form der Gl. (1) fir ey TA ERED Seo PT RAE POTS LTH 
Metalle mit Verfestigung fiir sehr groBe Verzerrungen 
nur fiir Belastungswege als giiltig an, bei denen pS 

: ‘ : gramm der Karmanschen Marmor- 
6,/o, und o,/o; konstant sind, bzw. die Deviatoren 4. ckversuche. QUT See 
des Spannungstensors sich ahnlich bleiben. Das Eichinger?.) 
heiBt, daB auch nur fiir diese Verhaltnisse die 
Existenz eines eindeutigen funktionalen Zusammenhanges zwischen Invarianten des 
Spannungs- und Verzerrungstensors vorausgesetzt wird. 

Die Bedingung des konstanten Verhaltnisses der Hauptnormalspannungen bei 
Belastung ist bei den Karmanschen Versuchen nicht erfiillt, doch verlauft der erste 
Teil des Spannungsweges in praktisch rein elastischem Gebiet (allseitiger Druck). 
Nun findet aber R. Boker? bei seinen Marmorversuchen denselben Grenzspannungs- 
zustand fiir verschiedene Spannungswege, die beide aus allseitigem Druck heraus 
erfolgen. Genauer verfolgt diese Verhaltnisse W. Bernatzik’® bei Sanden und 
findet bei gleichmafiger Zunahme aller drei Hauptnormalspannungen als auch fir 
den Fall, da8 zuerst allseitiger Druck aufgebracht wird, beim gleichen Endspannungs- 
zustand denselben Verzerrungszustand. 


4000 


3000 


Abb. 1. Spannungs-Dehnungs-Dia- 


16 Fiir ein anders orientiertes rechtwinkeliges kartesisches Koordinatensystem findet man 

leicht: 
Ey —é = O(c, — 0), a Divas 
usw. usw. 

- eae (O)s 

17 E. Melan: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 14 (1947). 

18 Th. vy. Karman: Z. Ver. dtsch. Ing. 55, 1749 (1911). 

19 W. Bernatzik: Wasserwirtschft u. Technik Nr. 16/17, 184 (1935); Baugrund und Physik. 
SVD-Fachbicher, 8.123. Zirich. 1947. 
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Auf Grund dieser Tatsachen wird man offenbar bei manchen Stoffen fiir nicht zu 
groBe Verzerrungen einen der Voraussetzung e), S. 142, entsprechenden Bereich an- 
nehmen kénnen und in diesem mit den auf Grund von FlieBkurven gefundenen nicht- 
linearen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen rechnen diirfen. 


3. Die bleibenden Formanderungen™. 


Der Mechanismus der bleibenden Formanderungen hangt vom Stoffgefiige ab 
und 148t sich nur:aus diesem physikalisch erklaren. Von den tatsachlichen Vorgangen 
werden im nachstehenden vereinfachte (Modell-)Vorstellungen entwickelt, die zu der 
in Gl. (2) gegebenen Form des Ansatzes fihren. 

Der Kérper sei aus wahllos orientierten Kérnern (Kristalliten), welche durch 
eine Korngrenzenmasse aneinander gebunden sind, aufgebaut gedacht. Die bleibenden 
Formanderungen werden auf Gleitungen im Korper zuriickgefiihrt. Zwei Arten 
von Gleitungen werden auftreten: 

a) Gegenseitige Verschiebungen der Korner in der Korngrenzenmasse (interkristalline 
Verformung) ; 

b) Gleitungen auf kristallographisch bestimmten Ebenen im Kristallit (intra- 
kristalline Verformung). 

Im Falle a kann man annehmen, da8 ein dem Coulombschen Reibungsgesetz 
ahnliches den Vorgang regelt, das hei8t, daB im allgemeinen der Wert der Grenzschub- 
spannung in einer derartigen Kornbegrenzungsflache, bei der die Verschiebung ein- 
setzt, vom Normaldruck auf diese Flache (und daher auch vom allseitigen Druck) 
nicht unabhangig ist, sondern mit zunehmendem Druck zunimmt*. Dieser Zu- 
sammenhang gilt auch, wenn man mit Ros und EHichinger® annimmt, da zuerst 
die Trennfestigkeit durch ,,vagabundierende“‘ (Quer-)Spannungen iiberschritten werden 
mu8 und dann die Gleitung beginnt. Bei geringerem allseitigem Druck wird die 
Trennung natiirlich friither als bei hohem eintreten, woraus qualitativ dasselbe Ver- 
halten resultiert. Dieser Mechanismus sei mit M, bezeichnet. Bei reinem Sand z. B. 
kommen bleibende Formanderungen nur durch diesen Mechanismus zustande. 

Die bildsame Verformung der einzelnen Kristallite b geschieht durch Translation 
auf kristallographisch ausgezeichneten Ebenen. Die Gleitung beginnt, wenn die 
Komponente der Schubspannung auf der Gleitflache in der Gleitrichtung (wirksame 
Schubspannung) einen bestimmten Wert erreicht hat?2 23. Das Charakteristische 
daran ist, da dieser Grenzwert praktisch konstant und daher vom Normaldruck 
auf diese Flache und damit auch vom allseitigen Druck nahezu unabhangig ist. Dieser 
Mechanismus sei mit M,, bezeichnet. 

Diese beiden Mechanismen geniigen zur Erklarung stetig gekriimmter Spannungs- 
Dehnungs-Linien bzw. FlieBkurven. Man muB dabei allerdings beriicksichtigen, 
daB der mikroskopische Aufbau des Stoffes durchaus unhomogen ist. Die wahllos 
orientierten und unregelmaRig geformten Kristallite erfahren auch bei homogenen 
Belastungen des Versuchskérpers verschiedenartigste Beanspruchungen und es werden 
in kleinen Bereichen des Kérpers die Grenzspannungszustande der Gleitmechanismen 
erreicht und Gleitungen beginnen, bevor noch der makroskopische Spannungszustand 
an dieser Grenze liegt. Man denke vergleichsweise an geometrische Unstetigkeiten, 


20 Aus der zu diesem Kapitel vorliegenden sehr zahlreichen Literatur seien nur einige zu- 
sammenfassende Darstellungen angefiihrt: R. Béker: Siehe FuBnote 2. — G. Sachs: Grund- 
begriffe der mechanischen Technologie der Metalle. Leipzig. 1925. — A. Nadai: Der bildsame 
Zustand der Werkstoffe. Berlin. 1927. — A. Kochendérfer: Siehe FuRnote 12. 

21 Man vergleiche hierzu Abb. 4, Kurven a und b. 

22 EK. Schmid und W. Boas: ,,Kristallplastizitat, Berlin, Springer, 1935. 

"3 U. Dehlinger: Z.f. Metallkunde, 9, 1943, 8. 182. 
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wo elastizitatstheoretisch bei noch so kleinen, aber von Null verschiedenen Lasten 
unendlich grofe Spannungen auftreten kénnen. Mit zunehmender LastgréBe werden 
die GréBe und Zahl der Gleitungen und damit die bleibenden Formanderungen zu- 
nehmen. Die FlieBkurven geben ein Abbild dieses Vorganges. 


4. Ansatz. 


Zur Darstellung des gesuchten Formanderungsgesetzes unter der Hypothese der 
beiden Mechanismen M,; und M), sei ein Ansatz ahnlich dem Vorschlag von Hohen- 
emser und Prager’? angenommen und auf seine Brauchbarkeit untersucht. Die 
Gleichungen werden jedoch im Vergleich zu obgenannter Arbeit in inverser Form auf- 
gestellt und die Invarianten durch die Spannungen ausgedriickt. 

F (J ) F (J ) 
rei un a ¢ 
is + sm io); €= a (2) 
¢ = 1, 2,3 Hauptnormalspannungsrichtungen, K = ZOE 


(m — 2) 
G = Schubmodul. 


& = 8 


Kompressionsmodul, 


Go = (0, + 6, + 03)/3; & = (€; + &2 + €)/3. 


F F 
Die Funktionen a = @, und — = ®;,, kann man sinngemaB als die ,,FlieB- 
IL 


funktionen‘*® der Mechanismen I und II bezeichnen. Die elastischen Anteile der 
Dehnungen sind in @, enthalten zu denken. 

Zur Ermittlung der Invarianten seien die charakteristischen Wirkungen ihrer 
Mechanismen herangezogen sowie die Bedingung, daB die Invarianten fiir reine Schub- 
spannungszustande den Wert der entsprechenden Schubspannung annehmen sollen 
(siehe Hohenemser und Prager?). 

Aus den Untersuchungen von Karman geht hervor, daB bei niederen -allseitigen 
Driicken im Marmor die bleibenden Formanderungen vor allem durch gegenseitige 
Verschiebung der Kristallite zustande kommen (M;). Bei M,, ist charakteristisch, 
daB er erst bei bestimmten Spannungszustanden unter hdheren allseitigen Driicken 
wirksam wird. 

Als Belastungsgrenze seien jene Spannungszustande bezeichnet, tiber die hinaus 
eine Spannungszunahme im Zuge eines Belastungsganges nicht mehr méglich ist 
bzw. kein Gleichgewicht mehr besteht. Dieser Zustand wird bei Marmor unter kleineren 
allseitigen Driicken in den Spannungs-Dehnungs-Kurven in einem ausgepragten 
Scheitel erreicht. Fiir héhere allseitige Driicke wird dieser Zustand aus einer extra- 
polierten waagrechten Asymptote ermittelt (Abb. 6). Zur analytischen Kennzeichnung 
dieser Grenze sei an dieser Stelle in den Spannungs-Dehnungs-Kurven auch fiir niedere 
allseitige Driicke eine waagrechte Asymptote angenommen, was « — oo entspricht. 
Dies steht nicht im Widerspruch zur angefiihrten Zielsetzung, da die absteigenden 
Aste im Versuchsdiagramm (Abb. 1) auf Grund der Tatsache auszuschlieBen sind, 
da8 die Formanderungen kurz vor Erreichen des Scheitelpunktes stark unhomogen 
zu werden beginnen und keine homogenen Spannungszustaénde mehr zu erwarten 
sind, das hei8t kurz vor der Belastungsgrenze — bei den niederen allseitigen Driicken — 
bereits die den Bedingungen a) bis e), S. 142, entsprechende Giiltigkeitsgrenze erreicht 
ist. Die Erzielung der Belastungsgrenze, hier der waagrechten Asymptote, wird 
dem M, zugewiesen. 

Es wird angenommen, da8 die Gesamtheit der Spannungszustande an der Be- 
lastungsgrenze bzw. beim Eintritt der Wirksamkeit des My; im o,-, 2-, ¢;-Koordinaten- 
system eine Flache oder ein Flachenstiick darstellen (Grenzflache): 


f (a, G2, 63) = 0. 
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An der Belastungsgrenze wird gelten: 
&i > C0 das heiBt Fy (Jy) — co. 
F, wird bei einem bestimmten Wert, etwa i, unendlich. Daraus folgt, daB J; an 
dor Belastungsgrenze stets denselben Wert k; annehmen mu. Dann ist aber 
J; —ky = 0 (3) 


die Gleichung oo Grenzflache der Belastungsgrenze Mechanismus My. 

Biszu dem Spannungszustand, 
bei dem M,, iiberhaupt oder merk- 
lich in Tatigkeit tritt, gilt: 


Fy (J 17) —= 0. 
Es ist dann 
Ju — ky = 0 (4) 


die Gleichung der Grenzflache fiir 
diesen Zustand, wenn fir alle 
Ju, Shy gilt, daB Py (Jy) = 0. 

Wie nachstehend gezeigt wird, 
ist es bei nicht allzu komplizier- 
ter analytischer Darstellung der 
Grenzflachen unter Beachtung 
aller den Invarianten gestellten 
Bedingungen leicht méglich, pas- 
sende Ausdriicke fiir J; und Jy 
Abb. 2. Grenzflache (Zustandsflache). zu finden. 


5. Analytische Darstellung der Grenzflache und Invariantenbestimmung. 


Die allgemeine Form der Grenzflachen ist von L. Rendulic™ und C. Torre?5. 26 
eingehend behandelt worden. 

Die erste und zweite Invariante (J, und J,) des Spannungstensors treten in den 
in Abb. 2 eingefiihrten Zylinderkoordinaten z, 0, y der Grenzflaiche auf. Man findet 


leicht: o,+o,+o = J . 
i 1 2 Domne Soa aoe 
c oy Ta (5) 
o=V +H oF + — of =// 42 I" — 64,) 
1 
=\/ Flo, = 06) + (02 — 09)" + (09 — (6) 
Ist die Flache rotationssymmetrisch, dann 1a8t sie sich in der Form 
e =f (2); 


darstellen. Trifft dies, wie es scheint, im allgemeinen nicht zu, so mu8 @ auch vom 
Winkel y abhangen. Grundsatzlich sind jedoch die Ebenen o, = oy, o, = 63 und 
63; = 0, Symmetrieebenen der Flache, weil bei einer zyklischen Vertauschung der 
Achsen infolge der Isotropie sich wieder dieselbe GesetzmaBigkeit, also wieder dieselbe 
Flache ergeben mu. Diese Achsen bzw. Indexvertauschung entspricht einer Drehung 
von jeweils 120° um die Kompressionsachse (6, = 0, = o;3)?”. Abb. 3 zeigt einen 


24 Li. Rendulic: Bau-Ing. 19, 159 (1938). 
* ©. Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 316 (1947). 
76 ©. Torre: Schweiz. Arch. 4, 316 (1949). 


Bereits Rendulic (siehe FuSnote a beachtet diese Uberlegungen bei der Konstruktion 
seiner Grenzflachen. 
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Querschnitt senkrecht zur Kompressionsachse. Die Geraden BE, AD und CF sind 
Symmetrieachsen der Querschnittskurve. Trifft man die Festlegung o, =o, >a, 
(siehe C. Torre*>, 76), dann geniigt es — auch im nichtrotationssymmetrischen Fall —, 
sich auf einen Sechstelausschnitt, hier BM C’, zu beschranken. 
Fiir cos g ergibt sich: 
0,— 0) //6 
08 p = SAS (7) 


Zuerst sei die Belastungsgrenzfliche aus den Versuchen von Karman und Boker 
analytisch dargestellt. Diese Versuche erlauben eine Auftragung der Schnitte der 
Flache mit den Ebenen o, = o; (Abb. 4) und 


0, = 6;. Letztere muB obiger Darstellung y wy Ry. 
ee Tee eee 
SO | s 
a : 
Ss Se N 
B Lugbelestungsart a S| 
3 | qn S$ 
Z P be a>. Z S 
7 Mt g 
Re iS ; 
ae is 
> a 
AS no 600 
| yo 
of 
cesta Y 
by XX ! 2 4 iste PA 
mre . ee 54 
Hi ae | eae 
| 
| T -70 
° Belastungsgrenze 
° Begin My | en 
= 
; “G0 


Abb. 3. Sehnitt durch die Grenzfliche der Abb. 2 Abb. 4. Schnitt der Grenzflachen mit der Ebene 
senkrecht zur Kompressionsachse. 0, = 0, (Marmor). 


entsprechend gleich dem unteren Ast des Schnittes mit o, = 03, sein. Die effektiven 
Spannungen o; wurden aus den bei Boker und Karman aufgetragenen o, nach der 


Formel 
0; == 6) (1+ &) 


(e; = tibliche Dehnung) berechnet. Wenn diese Formel auch nur fiir konstantes Volumen 
(und nicht zu groBe Dehnungen) gilt, so ist sie fiir den vorliegenden Zweck genau 
genug, weil die elastischen Querschnittsanderungen sehr klein sind. 

Fiir die Schnittlinie der Flache mit einer Ebene durch die Kompressionsachse 
wird das Gesetz 

@=C(a+z); (8) 

angenommen. a ist die z-Koordinate des Schnittpunktes der Flache mit der Trenn- 
achse. Sind C und n von @ unabhangig, dann stellt Gl. (8) eine rotationssymmetrische 
Flache dar. Im vorliegenden Fall sind jedoch die Kurven a und 6 (Abb. 4) zur 
Kompressionsachse nicht symmetrisch, so da keine Rotationssymmetrie vorliegen 
kann. Es seien: 
0, =C, (a+ 2)" und 
Q2 = C2 (a + 2)” 


die Gleichung der beiden Leitkurven a und 6, dann werden die C- und n-Werte fiir 
i 10* 


(9) 
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andere ,,Belastungsarten‘ (beziiglich dieses Begriffes siehe C. Torre®. **) durch fol- 
gende Ansatze interpoliert: 


C = On —“fc083 9, Cn =4(, +6) =6,4+4, 
n= i COS3 Gs Ftp, = 5 (m + iy) = 1 a (10) 


Diese Interpolation fiir andere Belastungsarten kann vorlaufig nur spekulativ 
erfolgen, da fiir Marmor z. B. dariiber keine brauchbaren Versuche vorliegen. Jeden- 
falls entspricht sie der plausiblen Ansicht, daB die Grenzflache stetig sei und keine 
Kanten hat. Bei g und h (Abb. 3) gehen die Schnittkurven der Grenzflache mit der 
Ebene ACE stetig ineinander iiber. An dem Ausdruck fiir die Grenzflache Gl. (8) 
und (10) ist das Auftreten der gré8ten Hauptnormalspannung interessant. Ihr Einflu8 
diirfte fiir gréBere z kleiner werden, da die beiden Aste a und 6 (Abb. 5) in bezug 
auf die Kompressionsachse symmetrisch zu werden scheinen und sich die Grenzflache 
mehr einer rotationssymmetrischen Flache annahern kann. 


Fir J; setzen wir: 
n 


ia ee (11) 
O V2 (e+ a)” 
Fir J, = ky, Gl. (3), 8.146, gibt obiger Ausdruck tatsachlich die Gleichung der 
Belastungsgrenzflache, Gl. (8), S. 147, wenn 


m 


ky = Onan 
V2 
Fiir reien Schub wird o, = — o,=T, og = 0, somit z=0, y= C=C. 


und » = 7,; damit wird J; = o,, das ist gleich dem Wert der Schubspannung t. 
Auf Grund der Versuche ergeben sich folgende Zahlenwerte?®: C, = 0°72, 

nN, = 0°85, C, = 1:03, nz = 0°75, a wurde zu 0:30 t/em? angenommen; damit sind 

die Kurven a und b in Abb. 4 gezeichnet. ; 
Daraus folgt fiir Jy: 


Je 00860 ee oe 
C (2 + a)” 


und fir die Belastungsart der Karmanschen Druckversuche: 


lo,|>|o.], 03 = 2, 
= Oo 
Jp Oise Te (12) 


6. FlieBkurven bzw. FlieBfunktionen. 


Bestimmt man nun F; ohne Beriicksichtigung des Mechanismus M,, aus der 
Beziehung 


F, = Ser 0 (13) 


(6,9) E08 
die unmittelbar aus dem Ansatz Gl. (2) hervorgeht, so erhalt man das in Abb. 5 


*8 Bemerkungen zur Dimensionsfrage: Die Gré®en C, und ©, sind dimensionsbehaftet und 
gelten unter der Voraussetzung, da8 die Spannungen in t/em? angesetzt werden. Jy und Jy; 
haben die Dimension einer Spannung (t/cm?). Fy; und Fy; haben die Dimension einer Dehnung, 
sind also dimensionslos und werden so wie die Dehnungen in °/,, angesetzt. Gilltigkeitsbereich 
der mit diesen Zahlen dargestellten Grenzfliche mit Riicksicht auf den Spannungsbereich der 
Versuche: 2 > 0°780 t/em?. 
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dargestellte Diagramm. ©, — ¢ wurde aus den gemessenen Verkiirzungen der Karman- 
schen Versuche é,.., nach der Beziehung 


SD ee Ba aga ornag: a 


iebhurve 1 J, -J, ! 


| 


9 0204 06 08 10 20 30 G0 50F Yo 


Abb. 5. Jz als Funktion von Fy (Marmor). 


berechnet. A ist den Zahlenangaben von Ros und Eichinger?? entsprechend zu 
1720 t/em? angenommen. 

Die den Versuchen mit o, = 0 und 0°235 at entsprechenden Punkte liegen dicht 
beisammen und lassen sich offenbar durch eine ,,FlieBkurve‘ darstellen (in der Abb. 5 
voll ausgezogen). Die Abweichungen®* der G-0} 

ar 


Linien fiir héhere allseitige Driicke (strich- 47, popes 
liert gezeichnet) sind auf die Wirksamkeit a int pedro 
des Mechanismus M,, zuriickzufiihren.Man — sa\—-1 Gert bed 
kann dies auch im Spannungs-Dehnungs- aL — 6): 16506 ——— = 
Diagramm ersichtlich machen, indem man _— ¢ev0|+? 
die sich aus der FlieBkurve I (Abb. 5) ; 
Vhs Op- 845 at 
ergebenden Spannungs-Dehnungs-Kurven a0 sigan 
in die Abb. 6 eintragt (punktierte Kurven), l ene 
wobei stets Fy, = 0. 2000 a é 
° ea i 2 @p- Oar. 
Die Spannungszustande, bei denen die oe 75 | i harman sche Versuchsergebnisse 
Abweichung beginnt, kann man aus Abb. 5 WeasKe ae ‘i 
z 5 ‘ tea eee AVR Ea AMO ame ees I ene Spannungs-Dehnungstinien be, 
oder Abb. 6 bestimmen. Diese sind in Abb. 4 j esis W iecariie Molen FeO) 
als volle schwarze Punkte eingetragen. Die deg Hd hg ALES uhh 
sie verbindende strichlierte Linie, die den  app.6. Spannungs-Dehnungs-Linien von Marmor 
Schnitt der Zustandsflache fiir Eintritt von unter allseitigem Druck. 


M,, mit der Ebene o, = o; darstellt, zeigt 
zwar noch keinen von o vollkommen unabhangigen Sachverhalt, doch hat sie 
offenbar die Tendenz, fiir gréBere o zur z-Achse parallel zu werden. 

Bei Stoffen mit gréRerer Kohasion, das heiBt mit starkerer Bindung der Kristallite 
aneinander, wie z. B. Eisen, Kupfer, aber auch Stahl, ist praktisch nur My, wirksam. 


28a Wenn in Abb. 5 alle Punkte auf einem Linienzug lagen, d.h. die strichliert gezeichneten 
Kurven zusammenfielen, dann wiirde dies heiSen, daB bereits mit dem verkirzten Ansatz 


&é;—€ = —~—_ (6, — 9); 1 = 1,3, 2; aus Gl. (2) 


die gesuchten Spannungs-Dehnungs-Beziehungen gegeben sind. Fy(Jq) ist dann durch diesen Linien- 
zug gegeben. 


154 
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Die Unabhangigkeit der Grenzbedingung von o driickt sich bei diesen Stoffen in 
der gut bestiatigten Hencky-Misesschen”. 9° Gleichung @ = konst. aus. Die In- 


variante lautet in diesem Fall J,; = 9 V2/2. Die Gl. (2) lautet dann mit F; = 0: 
é= F te) (o,— 0); += 1,2,38. (14) 


a 


g 
Daraus ergibt sich durch Quadrieren und Addieren: 


/ $e; — 2)? = F (9). (15) 


¢ Op+ 500ar 
* 845 ” 
a 1650 " 
a 2490" 
a 3260" 


5 70 715 20 25 oo a 


Abb. 7. Jy als Funktion von Fy; (Marmor). 


Diese Tatsache des funktionalen Zusammenhanges zwischen diesen zwei In- 
3 

varianten 9 und » (e;, — «)? des Verzerrungs- und Spannungstensors im Verfestigungs- 
I 


bereich wurde bei bildsamen Metallen auch fiir sehr groBe Verzerrungen gut be- 
statigt (siehe RoS und Eichinger*®, Schmidt® und Davis‘). Allerdings gilt die Voraus- 
setzung e), 8S. 142, bei groBen Verzerrungen nicht mehr bzw. miissen die Spannungs- 
wege Gerade durch den Ursprung des 0,-, o-, o3-Koordinatensystems sein*!. 

Man erkennt also nicht nur aus der Form der Spannungs-Dehnungs-Kurven, 
sondern auch aus der Tendenz der Grenzflaiche fiir My, daB das Formanderungs- 
verhalten von Marmor bei héheren allseitigen Driicken dem der Stoffe mit gréBerer 
Kohasion ahnlich wird. ; 

Der analytischen Einfachheit wegen wurde die strichlierte Linie der Abb. 4 durch 
eine Gerade angenahert: 


0 = 0-112 2 + 1°500, (16) 
womit sich auf Grund gleicher Uberlegungen wie bei J; fiir J;,: 
Fic Ques 
Jy = 77323 (17) 
ergibt.. Aus dem Ansatz Gl. (2), S. 145, findet man dann fiir Fj;: 
&j—€ €)—€ J J 
Py (Jn) = 2 Jy = |B — Fy Jy = AP, (18) 


Die GréBe AF; ist aus Abb. 5 (5a) entnommen. 


29 R.v. Mises: Gottinger Nachrichten 1913, 582. 
°° H. Hencky: Z. angew. Math. Mechan. 4, 323 (1924). 
1 Auch im vorliegenden Ansatz Gl. (2) lassen sich Fy und Fy durch Invariantenkomplexe 
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In Abb. 7 sind die Punkte Fy, Jj; aufgetragen. Offenbar lassen auch sie sich 
durch eine Kurve recht gut darstellen®: Jy = Jy (Fy), die man sinngemaB als 
FlieBkurve II bezeichnen kann. 

Damit ist gezeigt, daB sich die Schar der Spannungs-Dehnungs-Kurven der 
Karmanschen Marmorversuche mit dem Ansatz Gl. (2) auf zwei ,,FlieBkurven“ 
zurickfithren 1a8t, durch welche F, und Fy, graphisch gegeben sind. 


7. Beispiel zur Ermittlung von Spannungs-Dehnungs-Beziehungen. 


Mit Riicksicht auf die von K. Jager in seinem Buch*® aufgeworfene Frage nach 
derartigen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen sei als Stoff Beton gewahlt. Es werden 
moglichst einfache Annahmen getroffen: Der Bereich der in Frage kommenden 
Spannungszustande gestatte den verkiirzten Ansatz: 


(e; — e) = D (Jy) (6, — co); Ue Aes a (19) 


oO . 
= 3 
und fiir die Belastungsgrenze (S. 145) sei die Hypothese von der EinfluBlosigkeit 
der mittleren Hauptnormalspannung o, als giiltig anzusehen. Die Grenzfliche ist 
dann im o;-, 6;-, 6;-Koordinatensystem eine Zylinderflache, deren Erzeugenden parallel 
zur o,-Achse sind. Sie wird als Ebene angenommen: 


(0, + 63) + @ (0, — G3) = b*. (20) 

Die Werte fiir a und 6 kann man aus der Zug- und Druckfestigkeit des Materials 

berechnen. Es wird B300 mit o, = 225kg/cm? und og = 0°086, = 18 kg/cm? 

gewahlt. (Beziiglich aller in diesem Kapitel verwendeten Zahlenangaben siehe 

K. Jager*’.) Damit wird a = 1:1739 und b = 3971302 kg/em?. Der Grenzbedingung 
Gl. (20) entsprechend wird fiir die Invariante folgender Ausdruck angesetzt: 


01 — 93 


a QO-5645 = gil . 
Jy = 19°565 39-130 —(, Fo.) Oy On > Og (21) 
Sie nimmt sowohl fiir o, = 18 kg/cm? als auch fiir o, = — 225 kg/cm? denselben 


Wert 16°667 kg/em?, das bedeutet in diesem Fall die Verdrehungsfestigkeit, an. Der 
mathematische Ausdruck fiir die FlieBfunktion ®, wird aus dem Ansatz fiir die 
Spannungs-Dehnungs-Kurve des einachsigen Druckversuches ermittelt. Fiir letztere 
sei der Parabelsatz** 


2 (1—/1— 2}; (0 > bs > ey (22) 


gewahlt und fiir «, = — 2°10°/,, und K = 500000 kg/cm? [Gl. (19)] angenommen. 
Diesmal ist die Belastungsgrenze nicht durch eine Asymptote, sondern durch den 
Scheitel der Parabel gegeben. 


nur der Verzerrungen ausdriicken, was aber wegen der Voraussetzung e), der feldartigen, ein- 
deutigen Zuordnung von Spannungen und Verzerrungen der gegebenen Darstellung mathe- 
matisch gleichwertig ist. 

32 Daf die Punkte der Kurve fir den allseitigen Druck von 845 at etwas von dem allge- 
meinen Verlauf abweichen, diirfte in einer Abweichung der Qualitaét dieser Probe gegeniiber den 
anderen seinen Grund haben, da sich auch der der Belastungsgrenze entsprechende Punkt in 
Abb. 4 nicht so gut dem allgemeinen Grenzlinienverlauf einfigt. 

33 K, Jager: Festigkeitsnachweis im Stahlbetonbau. Wien. 1948. 

34 Fir genauere Rechnungszwecke und gréferen Spannungsbereich miBte ein Ansatz der 
Form: 

0, — 06, = O [(o, + 95) + a)”; i | 


gewahlt werden. Die Invariante nimmt dann die Gestalt an: 


n 
01 — 93, ? pe 


Jp = kh = | k 
eae, Bar 2 
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Fiir einachsigen Druck o, = o, = 0, 6; <0 folgt aus Gl. (21) 


03: J leen, 


Aus Gl. (22) folgt durch Vergleich mit der Ansatzgleichung (19) fiir einachsigen Druck: 


fir ®,: 
3 o 1 
Cig Ee V1 Bal EE pe an 2 
: 263 Oy 2K Cs 
(6-6) 
kg/cm? aw 
700 ; 
600} 
500 |- 
400 - 
J00 |- 
ji heraorehung 
(=/lebkurve) 
Z 
200\- 
0.217 $A; 
700 }- G7 G2 G3 E Yoo 
Abb. 8a Ausschnitt A 10x vergrobert 


2 
2,10 425 640 


Abb. 8. Rechnerisch ermittelte Spannungs-Dehnungs-Linien fiir Beton. 


Setzt man in letzterer Gl. (24) den Ausdruck fiir o; aus Gl. (23) ein, so ist damit ®, (J7) 
ermittelt : : 


Ge i oe ee (1 yas 0°1738 Jy :, |] ~ em? 
Jy 12-422 Jy 19°565 — Jy 1000 |’ | 1000kg 


. (25) 


Damit ist die Méglichkeit gegeben, Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir andere 
Beanspruchungsarten zu berechnen. Fiir. einachsigen Zug ergibt sich: (o, > 0 
d, = 0, = 0) (Abb: Sa) ; ‘ 


19°565 — o, (1 / 19-565 — 1-087 o, 


oes ~~ 19:565 — o, ) [oo]. (26) 
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Fiir die Flie8kurve, das entsprieht der reinen Verdrehung bzw. Schub (co, = — o, = 1, 
0, = 0; & = —&,; = y/2; eg = 0) findet man (Abb. 8a): 

poe __ 19°565—+ {, 1 / 19°565 —1-17397 pes 

Beet Chi) a 12-422 (1 V 19°565 — 1000? Pool: (27) 


Abb. 8 zeigt berechnete Spannungs-Dehnungs-Kurven, die sich fiir Beanspruchungs- 
verhaltnisse wie bei den Karmanschen Versuchen! ergeben. Als Ordinate ist der 
Betrag der Differenz der Hauptnormalspannungen o, und o; und als Abszisse die 
Verkiirzung in Richtung des gré8eren Druckes abziiglich der allseitigen Zusammen- 
drickung aufgetragen. Wie sich fast unmittelbar aus dem Ansatz Gl. (19) ergibt, 
mussen bei dieser Darstellung die Scheitel der Kurven auf einer Geraden durch den 
Ursprung liegen (Gerade ~). Wenn auch fiir diesen letzteren Fall noch keine Versuche 
mit Beton vorliegen, so kann man mit Riicksicht auf die Ergebnisse bei Marmor 
diese Ergebnisse als durchaus plausibel ansehen. 


8. AbschlieBende Bemerkungen. 


Die Gleichungen des letzten Beispieles sind unter der Annahme gemacht, daB 
fiir alle Belastungsarten dieselbe FlieBkurve gilt. Eine Verallgemeinerung des An- 
satzes Gl. (2) (S. 145) zur besseren Darstellung von Versuchsergebnissen kénnte 
somit darin bestehen, dafi man die FlieBfunktion als parametrisch von gy bzw. cos y 
[Gl. (7), S. 147] abhangig ansetzt und auBerdem die Beziehung zwischen ¢« und o 
nichtlnear wahlt, wobei ¢ noch von o abhangen kann. 


(Hingegangen am 29. November 1949.) 


Warmespannungen in Scheiben*. 
Von E. Melan, Wien. 


Zusammenfassung. Es wird gezeigt, daB in einer diinnen Scheibe bei einer stationaren 
Temperaturverteilung keine Spannungen auftreten, wenn im Inneren der Scheibe keine Warme- 
quellen vorhanden sind. 


Summary. It is shown that no stresses occur in a thin disc, submitted to a stationar tem- 
peratur distribution, as long as there are no sources of heat in the interior of the disc. 


Résumé. Il est démontré qu’il n’a’ pas de tension dans un disque mince, soumis 4 une 
répartition stationnaire de température, tant qu’il n’y a pas de source de chaleur & Vintérieur 
du disque. 

Tritt in einem isotropen, spannungsfreien Kérper eine Temperatur 7 = T' (2, y, 2) 
auf, so lauten die Beziehungen zwischen den Dehnungen ¢;, und den Spannungen 
6;, (i, k = x, y, z) unter Voraussetzung der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes 


v 
il 80:4 \ 
bik = 9G (oie at) 4 oT dxn, (1) 


worin G den Schubmodul, m die Querkontraktionszah], « den Temperaturausdehnungs- 
koeffizienten, s = .'o;; bedeutet und 6,, fiir i= gleich 1, fir ¢ + & gleich Null 
zu setzen ist. Mit Verwendung der kubischen Dilatation e = >’ ¢,; erhalt man aus 
diesen Gleichungen 


1 
ig = 26 (exe + —— == Oi mth oT bx}. (2) 
Setzt man diese Werte in die Gleichgewichtsbedingungen 
Ox 
kia. 


* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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ein, so erhalt man fiir die Verschiebungen wu; wegen 


Ou; OU}, 
2 Ej, = Ok. TR? 
m oe mt oF 3) 
Mees m—2 oi z m—2 ~~ ov oe Ch 
eu, 
A bedeutet den Laplaceschen Operator Au; = > 


k 
Man pflegt nun das thermische Verschiebungspotential 0 einzufiihren, dessen Ab- 
: a0 nals 
leitungen nach den Koordinaten die Verschiebungen u; = 3 ergeben. Damit ist 
e = A0. Mit Verwendung des Thermischen Potentials nehmen die Gl. (3) die Form an 
Yee SyeoaideaaLiy | yatap pila ik sea 


a m—2 oi MLR BRET 
Nach Integration iiber 7 wird hieraus fiir 6 die Gleichung 
erie 
AG Pgs ft (4) 


erhalten, wobei die Integrationskonstante notwendigerweise verschwinden muf. 
Hat man aus der Gl. (4) 6 bestimmt, so nimmt Gl. (2) die Form an 


a2 6 
O07, = 26 (25, — 406}, (5) 
wahrend 
@2 6 
Sik = 35 Oke 8) 
wird. 


Entsprechend den zuletzt angeschriebenen Gleichungen fiir die Spannungen und 
Dehnungen erhalt man bestimmte Werte dieser GréBen an der Oberflache, die im 
allgemeinen mit den hier vorgegebenen nicht iibereinstimmen werden. Es tritt also 
noch die Aufgabe hinzu, eine Lésung der Elastizitat gleichungen mit 7’ = 0 und 
vorgegebenen Randwerten zu tiberlagern, die das Fundamentalproblem der mathe- 
matischen Elastizitatstheorie bildet. 

Wir fiigen noch hinzu, da die Theorie der Warme fiir die Temperaturverteilung 
T die Gleichung 

oT a? 
eAT =: ap eae A 
liefert; darin bedeutet ¢ die Zeit, a und k von den Warmeeigenschaften des Korpers 
abhangige GréBen und A die wahrend der Zeiteinheit in der Volumseinheit ent- 
stehende Warmemenge. Fiir einen stationaren Zustand, wenn also 7’ nur von den 
Koordinaten x, y, z, nicht aber von der Zeit ¢ abhangt, lautet diese Gleichung 


A 
und endlich, wenn im Inneren keine Warmequellen vorhanden sind, 
AT =! | (7) 
Hiezu kommt noch eine Oberflachenbedingung, zumeist daB 7’ an der Oberflache 
bestimmte vorgegebene Werte annimmt. 
Im allgemeinen ist aber mit dieser Darstellung nicht allzuviel gewonnen und die 
Schwierigkeiten, in einem speziellen Fall die Spannungsverteilung zu bestimmen, 
sind die gleichen wie sonst in der Elastizitatstheorie. Fiir den Fall, daB® es sich um 


ein ebenes Problem handelt, 148t sich aber ein bemerkenswertes Ergebnis ableiten, 
das im folgenden mitgeteilt werden soll. Wir nehmen an, da& die Temperatur 7 und 6 
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lediglich von den Koordinaten x und y, nicht aber von z abhangt. Dann nimmt 
Gl. (7) die Form an 
oT Gas 


er ey rr ete (8) 


Das thermische Verschiebungspotential mu8 in diesem Fall gemai Gl. (4) der 
Gleichung 
a6 a? 0 m-- 1 


naa dul ee ee 


Fe @\(a0 | a6 
(sae + aye) (Ger + Gyr) = 


geniigen. Die Gl. (5) ergeben in diesem Fall fiir die Normalspannungen 


oder wegen Gl. (8) 


one = — 26 F, | 
Cyy = 2G r (9) 
a= —20(S2-+ St) | 
und fir die Schubspannungen 
ony = 20 Dp Oy gens 


wahrend fiir die Dehnungen die Ausdriicke 
40 a? 6 


22 ame ? Eyy = “Oy?” En, = 0, 
a6 

Exyy = r) Coy Seg 0 
Ox Oy 


erhalten werden. 

Nun kann man bei einem ebenen Verzerrungszustand, bei welchem die Ver- 
schiebungen und die Dehnungen in der Richtung der z-Achse verschwinden, die 
Spannungen mit Hilfe der Airyschen Spannungsfunktion F ausdriicken. Es wird 
bekanntlich 


Car Cur oe? FF 

Coa “Gyz? = Pun = “Fae” au = Be dy ° 
bie aaly( oe Binge a 
2 m\ ox? oy? 


F geniigt hiebei der Differentialgleichung 
e Ge) (BE ge OB \ os 6 
(ar + aye) oar ta) ~ 
mit vorgegebenen Werten an der Oberflache. 

Wir setzen nun F = 2G 06 und iiberlagern den zugehérigen Spannungszustand 
iiber den durch die Gl. (9) beschriebenen. Dann werden die Spannungen o,,, Oy, 
und o,, einschlieBlich der Randspannungen verschwinden und nur fiir o,, erhalt 
man den Wert 


m—1 [a6 a? 6 
OF ae 2G m ane by? 


= 2G" T+ « f. 


‘ ; h 
Betrachten wir nun einen Korper, dessen Begrenzung aus zwei Ebenen z= oie 


besteht, wobei h gegeniiber den Abmessungen in den beiden anderen Richtungen 
sehr klein ist und den man als Scheibe zu bezeichnen pflegt, so kénnen wir durch 
m+1 


Uberlagerung der Spannung o,,= 2G@-——--« T' denselben vollstindig spannungs- 
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frei machen. Denn bei hinreichend kleinem h werden durch diese Uberlagerung 
keine neuen Spannungen o,,, Oy, und o,, erzeugt und wir erhalten das folgende 
bemerkenswerte Ergebnis: 

Ist in einer Scheibe die Temperaturverteilung quellenfrei und stationar, und sind 
die Verschiebungen am Rande der Scheibe nicht behindert, so treten keinerlei 
Spannungen auf. Spannungen sind nur dann méglich, wenn die Temperaturver- 
teilung nicht stationar ist, also wahrend der Erwarmung oder Abkiihlung. Man 


: ; : oT : 
kann aber diese Spannungen, welche durch den Differentialquotienten —,- bedingt 


sd Na oe : 
sind, beliebig klein halten, wenn man dafiir Sorge tragt, daB — hinreichend klein 
bleibt, also Anwarmen und Abkiihlen entsprechend langsam geschieht. 


(Eingegangen am 31. Mai 1949.) 


Ein einfaches Niaherungsverfahren zur Bestimmung der Stabilitats- 
grenze eines versteiften Plattenstreifens unter Langsdruck*. 


Von F. Miiller-Magyari, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Man erhalt ein einfaches Naherungsverfahren zur Bestimmung der 
kritischen Drucklast von durch Rippen, Pfetten, Sicken, Wulste usw. versteiften Platten im 
Bereich des langwelligen Beulens, das hei8t wenn sich die Versteifungsrippen wesentlich durch- 
biegen, indem man von den bekannten Resultaten des elastisch gebetteten Knickstabes Gebrauch 
macht. Erléuterung der Methode an dem Beispiel des einseitig starr eingespannten Platten- 
streifens mit Randversteifung. 


Summary. Starting with the well-known results of a column under compression, which is 
elastically supported throughout its full length, one obtains a simple approximate method for 
the determination of the critical load of a stiffened plate in the case of the long-wave-pattern- 
buckling, that means, when the stiffeners (ribs, etc.) are deflecting themselves appreciably. 
Application of this method is shown on the plate-strip, having one edge built in, whilst the free 
edge is stiffened by a rib. 


Résumé. En partant des résultats connus pour le flambage d’une barre supportée élastiquement, 
on obtient une méthode approximative trés simple pour déterminer la charge critique d’une 
plaque, raidie par des nervures, des longeronets, des cannelures, des bords renforcés, ete. Cette 
méthode s’applique au voilement 4 ondulations longues, c’est-a-dire, si les raidisseurs fléchissent 
eux-mémes de facon appréciable. Démonstration de la méthode sur une bande, dont un bord 
est encastré, tandis que le bord libre est raidi. 


1. Platte und Versteifungsrippe. Die Ersatzstabflache. 


Das Problem der Ermittlung der Stabilitaétsgrenze eines durch Langs- oder Quer- 
steifen versteiften Plattenstreifens unter Druckbeanspruchung ist in zahlreichen 
Verétfentlichungen naherungsweise und in exakter Form behandelt worden. Zwei 
neuere Beitrage lieferten A. Kromm! und W. Bornscheuer?. Geht man von der 
exakten Lésung aus, so erhalt man fiir die Bestimmung der Stabilitatsgrenze auBerst 
komplizierte transzendente Gleichungen, aber auch die Naherungsverfahren mit 
Hilfe der energetischen Methode sind bei Plattenproblemen dieser Art noch immer 
mtihselig und umfangreich. Im folgenden wird eine Methode geschildert werden, 


* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 
-1 A. Kromm: Knickung des gedriickten Plattenstreifens mit zur Mittelebene unsymmetrischer 
Randrippe. Forschungsbericht, verfaBt bei der DVL, Nr. 1484, Berlin-Adlershof. 
* W. Bornscheuer: Beitrag zur Berechnung ebener gleichmafig gedriickter Rechteckplatten, 
versteift durch eine Langssteife. Dissertation, Technische Hochschule Darmstadt, 1946. 
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die trotz ihrer EKinfachheit und Schnelligkeit zu Resultaten mit guter Genauigkeit, 
welche fiir die Praxis weitaus reichen, fiihrt. 

Die Erlauterung geschehe an einem einseitig elastisch eingespannten Platten- 
streifen [Kinspannmomente M, (cm kg/em) = m,-, Abb. la], welcher am anderen 
Langsrand y = 6 eine zentrisch angeordnete Versteifungsrippe (z. B. Rechteck- oder 
Kreisquerschnitt) besitzt. Es ist bereits bekannt, da8 man den Fall der exzentrischen 
Rippenanordnung und die damit verbundene zusiitzliche Reckung des Plattenstreifens 
durch Hinfiihrung eines sogenannten wirksamen Tragheitsmomentes J,, auf 
den zentrischen Fall zuriickfiihren kann. Nach S. Timoshenko z. B. nimmt man 
naherungsweise die Bezugsachse fiir das Tragheitsmoment nicht durch den Rippen- 
schwerpunkt, sondern durch den Punkt des Querschnittes in der Oberflache der Platte. 

Da sich nun beim langwelligen Knicken die Rippe wesentlich am Knickvorgang 
beteiligt, kann man auch das Knicken der Rippe als das Primére ansehen und in 


Abb. 1. a) Gegebenes Problem. Koordinaten und Bezeichnungen. b) Vereinfachtes Problem, der 
Plattenstreifen ohne 4u8ere Druckspannungen. Ersatzstabflache F*. c) Aufteilung der Kompo- 
nenten der 4uB8eren Druckspannung auf Einspannstelle und Rippe. 


bekannter Weise die iiblichen Naherungsmethoden darauf anwenden, und zwar steuert 
man darauf hinaus, die Rippe als einen elastisch gebetteten Knickstab zu berechnen. 
Die Bettung wird natiirlich durch den Plattenstreifen hervorgerufen. Zu diesem 
Zweck ersetzt man das gegebene Problem durch ein aquivalentes mittels Einfiihrung 
einer sogenannten Ersatzstabflache F*, bei dem der Plattenstreifen frei von 
4uBeren Druckspannungen ist, das hei®t nur die Rippe gedriickt wird (Abb. 1b). 
Man denkt sich jedes Plattenstreifenelement von der Breite b, der Héhe dx und der 
Dicke s als einen Sekundartrager (Abb. 1c), der die durch die Plattenbiegung ent- 
stehenden Komponenten der auBeren Druckspannungen auf die Rippe bzw. Kin- 
spannstelle iibertragt. Am einfachsten ist die Naherungsannahme der statisch be- 
stimmten Verteilung, so daB sich, wenn w (x, y) = Ag (x)-f(y) die Durchbiegung 
des Plattenstreifens mit f(b) = 1 ist, aus Gleichgewichtsgrtinden ergibt: 


ue & 
oF*. Fe =o(Fr +95 | fly) y- dy) ga 
das heiBt s (2 
Ech, BG aed Ye 
Kinige Annahmen: 
Hy) =ylb; FY = Fp tz bs = Fp + 0333 F wy: 


f(y) = > (ylb)? (8 —y[d);, FX =F x + (8/8 — 1/10) 6s =Fe +0275 Fy; | (2) 


el ia Mgd 
f(y) =1—cosF ; Ee Fad & a “)08 = Fa + 0°269 Fp, 


4 
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Infolge der geringen Wandstarken s kann man offensichtlich von einer Erhéhung 
des Rippentrigheitsmomentes Abstand nehmen, [* = Jy (wirksames Tragheits- 
moment des Rippenquerschnittes, siehe oben). Es wird hier gleich bemerkt, daB 
natiirlich die Naherungsmethode giinstigere Resultate liefert, wenn der Rippenquer- 
schnitt nicht zu klein gegeniiber dem Plattenstreifenquerschnitt ausfallt. 

Nachdem nun das urspriingliche Problem etwas vereinfacht ist, trennt man nun 
Platte und Rippe und ersetzt die Wirkung des Plattenstreifens auf den alleinig ge- 
driickten Stab durch eine elastische Bettung mit der Bettungsziffer c (kg/cm?). Es 
wird der Einfachheit halber angenommen, daB die Rippe gelenkig an den Platten- 
streifen angeschlossen sei, das hei®t es wird nur Ausknicken senkrecht zur Platten- 
oberflache betrachtet und die Verdrehsteifigkeit der Rippe vernachlassigt. Hine 
entsprechende Beriicksichtigung dieses Einflusses kann durch zusatzliche Anbringung 
einer drehelastischen Bettung unschwer gefunden werden. Die Differentialgleichung 
des elastisch gebetteten Druckstabes lautet: 


dw aw a 
Boe t+ Pit’ qe +e¥ ==) (0) 


B=EI,; — Prrig = Ovrit F*, (3) 


(Z Elastizitatsmodul) und mit w= w (a, y), der Durchbiegung des Plattenstreifens, 
bzw. dem Randwert w = w (x) = w (a, b) ergibt sich fiir c nach der tiblichen Definition 


Li /Gt@) 
re (4) 
wobei g (x) die (erweiterte) Randquerkraft des Plattenstreifens bedeutet, 
q (%) = — K [Wyyy + (2 — ») Weayly=o- (5) 


[K Plattensteifigkeit, » Querkontraktionszahl (= 0°3)]. Man hat also fiir die Bettungs- 
ziffer 


hau hs Ww + (2— 9) Weay | 
C6) ke ride (6) 
scheinbar abhangig von der Langskoordinate x. Macht man jedoch fiir die Ausbiegung 
der Platte den tblichen Ansatz 
NH 


w= A-f(y)-sin=7* (7) 


mit » ganzzahlig, f(b) = 1, L/n =1 Halbwellenlange der Beulform und A grdéBte 
Durchbiegung, so folgt 
mt n? 7? , 
c= — Kf" (6) —2—»>F-F ©) (8) 
unabhangig von w. Der Ansatz (7) erfiillt die Randbedingungen der unverschieblichen 
und gelenkigen Lagerung an den gedriickten Querrandern « = 0 und x = L. 
Mit (8) folgt zuerst fiir die kritische Drucklast des gebetteten Stabes 


2 m2 2 

Prrit = Orit F* = oe » Bis — We (9) 

und schlieBlich die gesuchte kritische Druckspannung des versteiften Plattenstreifens 
= 1 7 02 REDD TP 

uni a BAK") 4+ @—) Kf); (0) 


s a7) 
Fr +5 \iyay 
0 


f(y) ist hier noch eine unbekannte Funktion, welche die Form der Plattendurch- 
biegung in der Querrichtung angibt. Es liegt nun im Wesen der naherungsweisen 
Berechnung der Knicklast eines gedriickten Stabes, daB bei einer halbwegs giinstigen 
Annahme der Funktion / (y) bereits sehr gute Resultate erhalten werden koénnen, 
wie weiter unten gezeigt wird. Genau so wie im Bereich des kurzwelligen Knickens 
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(ortliche Festigkeit) eines Plattenstreifens in der Praxis nur das Minimum der kritischen 
Spannung interessiert, so berechnet man auch hier 


Orit. min = pw 2 V— BE Ff” ) + (2 =») Kf’ (6)], (11) 


das ist dann auch die Spannung, bei der ein sehr langer (,,unendlich langer‘“‘) versteifter 
Plattenstreifen ausbeult. Die zugehorige Halbwellenlange 1 der Beulflache betragt 


r B 
l | On (12) 


2. Beispiel: Der einseitig starr eingespannte Plattenstreifen mit 
zentrischer Randversteifung. 


Fir f(y) eignet sich z. B. die Biegelinie eines Kragtragers, der am Ende y = b 
durch eine Einzelkraft belastet ist 


ee A Cae ‘ 
ty) = (4) (3 — $). (13) 
Mit f’” (6) = — 3/b und f' (6) = 3/26 erhalt man 
1 ee ae : ee 
Grrit mint SS FR + 0:275 b 3. b= a) b3 (2 v) Sl = v) b * (14) 


Nimmt man insbesondere den Querschnitt der Rippe als ein Rechteck von der Hohe h 
und der Dicke d an (Abb. la), so wird mit F = h-d und J, = h®-d/12 


1 : h? ds* : 8 = 
Str. min| Hl — bs(hj/s-d/b + 0-275), lV 12(1— ») ee) ee — v) s/: it) 

bzw. nach Einfiihrung einer Bezugsspannung 
E 3? , 


(Beulspannung des unendlich langen unversteiften Plattenstreifens unter Druck, 
welcher an den beiden Langsrandern vollkommen gelenkig gelagert ist), schlieBlich 


rit. min 0:084 esi eee Ee ; 
# a ~~ hjs-d/b + 0-275 (|/(h/s)? (d/b) + 0°773). (17) 


Zusammenstellung einiger Ergebnisse: 


a) b = 29°4; h = 5; s= 0°8; d= 2; ee = 0°582; nach Kromm! = 0°58. 
b) s=d; s/b = 0°05; 


h/b 0-2 0:3 0-4 0°6 
Okrit. min 0°45 0°59 0°735 0°98 obige Methode 

oan O44 0°58 > ~ 0°73 0°98 energetische Methode? 

1/b BV te 2 AOD. ooh Od 7:08 


Das Verhaltnis Halbwellenlange : Plattenbreite //b wurde nach (12) berechnet, 
in dem obigen Fall ergibt sich die einfache Formel 
Ib = 10-4 \/(hjb)> fir s = 6 und s/b = 0-05. (18) 
Es ist unschwer einzusehen, daB sich die Methode anwenden bzw. erweitern la Bt: 
a) auf andere Anordnungen der Langsrippen, als bisher behandelt, z. B. in der 
Mitte des Plattenstreifens, die beiden 4uBeren Langskanten beliebig gelagert usw. ; 
b) unter Beriicksichtigung der vorhandenen Verdrehsteifigkeit der Rippen, indem 
man nun von dem allgemeineren Fall des Knickstabes ausgeht, welcher sowohl gegen 
Verschieben als auch gegen Verdrehen kontinuierlich elastisch gebettet ist. 
; (Eingegangen am 19. Dezember 1949.) 
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Die Grundgleichungen der Schalentheorie in allgemeinen Koordinaten. 
Von H. Parkus, Wien*. 
Mit 7 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Grundgleichungen der Theorie der diinnen Schale mit veranderlicher 
Wandstirke werden zusammen mit den zugehorigen Randbedingungen unter Beriicksichtigung 
von Warmespannungen in allgemeinen Flachenkoordinaten hergeleitet. 

Summary. The basic equations of the theory of thin shells with arbitrarely varying thickness 
together with the boundary conditions are given in general coordinates. Thermal stresses are 
included. 

Résumé. L’auteur développe, en coordonnées générales, les équations fondamentales de la théorie 
des coques & faible, et variable, épaisseur de paroi, avec les conditions correspondantes aux limites, 
compte tenu des tensions thermiques. 


Hinleitung. 


Schalenkonstruktionen nehmen standig an Bedeutung zu, wobei neben einfachen 
Schalenformen, wie etwa Kreiszylinder- und Kugelschale, auch komplizierte Formen 
haufig Verwendung finden. 

Die statische Untersuchung einer Schale mu8, wenn sie sich nicht auf die soge- 
nannte Membranwirkung allein beschranken will, von den drei Grundgleichungen 
fiir die Verschiebungskomponenten ausgehen. Es ist nattirlich nicht zweckmapig, 
diese Gleichungen fiir jele Schalenform immer wieder von neuem herzuleiten, sondern 
man wird sie ein fiir allemal samt den zugehérigen Randbedingungen in voller All- 
gemeinheit aufstellen, um dann auf den jeweiligen Einzelfall zu spezialisieren. 

In der nachstehenden Arbeit ist dies (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender 
Warmespannungen) durchgefiihrt. Weiters werden die Ausdriicke ftir die Schnitt- 
krafte gegeben und schlieBlich die fiir die Durchfithrung der Rechnung notwendigen 
geometrischen Daten einer Anzahl wichtiger Schalenformen zusammengestellt. 

Die Grundlagen der Elastizitatstheorie in allgemeinen Koordinaten unter konse- 
quenter Bentitzung des Tensorkalkiils hat E. A. Deuker! gegeben und sie auch 
anschlieBend auf die Schalentheorie angewandt?. Da seine Arbeit aber vor allem 
Stabilitatsfragen untersucht, finden sich die Grundgleichungen dort nicht vor. 

Eine Reihe weiterer Arbeiten °-° hat sich gleichfalls mit der Biegetheorie der Schalen 
in allgemeinen Koordinaten beschaftigt, doch sind die Grundgleichungen mit den 
zugehorigen Randbedingungen nirgends explizit angegeben. 

Die folgende Untersuchung schlieBt sich eng an die Arbeiten von E. A. Deuker?: 2 
sowie an das Buch von A. Duschek-W. Mayer’ an, wo die bendtigten differential- 
geometrischen Grundlagen in Tensorschreibweise unmittelbar bereitliegen. Wie dort, 
durchlaufen lateinische Indizes stets die Werte 1, 2, 3, griechische Indizes die Werte 1, 2. 


* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 

1 E. A.Deuker: Die Grundgleichungen der klassischen Elastizitatstheorie in allgemeinen 
Koordinaten. Dtsch. Math. 5, 94 (1940). 

2 E.A.Deuker: Zur Stabilitat der elastischen Schalen. Z. angew. Math. Mechan. 23, 81, 
169 (1943). 

3 KE. Reissner: A new derivation of the equations for the deformation of elastic shells. 
Amer. J. Math. 68, 177 (1941). 

4 F. Reutter: Eine Anwendung des absoluten Parallelismus auf die Schalentheorie. Z. 
angew. Math. Mechan. 22, 87 (1942). 

° J. Fadle: Eine einfache Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen des Schalenproblems. 
Ingenieur-Arch. 14, 413 (1944). 

° W. Zerna: Beitrag zur allgemeinen Schalenbiegetheorie. Ingenieur-Arch. 17, 149 (1949). 
me A. Duschek-W. Mayer: Lehrbuch der Differentialgeometrie, Bd. I. Leipzig und Berlin. 
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Uber in einem Term doppelt vorkommende Indizes wird summiert, wenn nicht das 
Gegenteil ausdriicklich angegeben ist. _Eingeklammerte Indizes sind von der 
Summationsvorschrift ausgeschlossen. 


Allgemeines. 


Ist durch 2, x, x3; ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem und in 
diesem die Schalenmittelflache in Parameterform durch 


©; = %: (I QW) (1) 


gegeben, wo die q,, q2 ein zulassiges Koordinatennetz auf der Schalenmittelflache 
bestimmen, so gilt fiir einen Punkt des von den beiden Leibungsflachen eingeschlossenen 
Schalenraumes: 


@; = Vs (G1, Yo) + 2 6 (Qt Y2)- (2) 
¢; ist der Kinheitsvektor senkrecht zur Schalenmittelflache, z= q, der Abstand des 


Schalenpunktes von der Mittelflache, — h < z < +h, wobei h die halbe Schalendicke 
an der betreffenden Stelle ist. 


Fiir das Bogenelement ds des Schalenraumes gilt dann 

(ds)? = dz, dx, = m,,, dq’ dq’ = magdq* dg’ + (dz) (3) 

mit 
Mop = GYap— 22 bap + 2 Cap (4) 
als MaBtensor des Schalenraumes, bezogen auf das Koordinatensystem q,, q2, 2, wobei 
gemaB Gl. (3): mz; = 90, ms3=1. Die g,g sind die Koeffizienten der ersten 
Fundamentalform der Schalenmittelflache, bilden also die Komponenten des Mab- 
tensors der Mittelflache. Die 6,, sind die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform, 


bilden somit die Komponenten des Haupttensors und die c,g sind die Koeffizienten 
der dritten Fundamentalform. Es ist? 


Cap = OF Ogu = Bbsp— Gap. (5) 
das hei&t die drei Tensoren sind linear voneinander abhangig, wobei 
ee (6) 


die erste Invariante des Haupttensors und 


§ = 911 Jo2 — Gre, 6 = by, Deg — b,,? (7) 


die Diskriminanten der ersten bzw. zweiten Fundamentalform bedeuten. Aus (5) 
folgt fiir die Invariante C = c; des Tensors ¢,¢: 


C= B= 2-. (8) 

Es werden weiterhin alle GréBen, soweit sie Funktionen von z sind, in Potenz- 

reihen nach z entwickelt. Die geringe Schalendicke erlaubt es, diese Reihen nach 

dem quadratischen Glied abzubrechen. Man erhilt so z. B. fiir die spater bendtigte 

Wurzel aus der Diskriminante m der Differentialform (3) sowie ftir die kontravarianten 
Komponenten m** des Maftensors die nachstehenden Ausdriicke’: 


jm =Vg (1 Beto +...), (9) 


m8 = g*8 + 22b6%%F + 32%c7F +..., me=—0, mB= 1. (10) 
Ingenieur-Archiv IV, 2. ; 11 
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Ebenso bekommt man fiir die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art des 
Schalenraumes, die mit H’ , bezeichnet werden sollen, zunachst die Formeln: 


een! a Om, g OM yy OM Y ll 
A, , ie mk ‘( aq” oe aq? Ti aq" ? ( ) 
Hy = Og CR, He, ,= (b; | 205 | Obi, boa ar ! (12) 
& f ¢ 3 ao 
H*,=—(B+20+#2A+...), Hj}, =H), =H,,=H,,=0. 
Hierin ist , : 
thee y 

AS bei o.b o (13) 


. . ma . Pt u . 
die erste Invariante des symmetrischen Tensors zweiter Stufe 5¢,,. Hs seien 


weiters I’, g, und Le , die Christoffel-Symbole erster und zweiter Art der Schalenmittel- 


flache. Symbolisiert auBerdem das Zeichen b die absolute (kovariante) Differentiation 
in der Schalenmittelflache, so erhalt man aus den Gl. (4), (10) und (11): 


ob ob ob 
cant’ is o UL HB | LY BY Qhee LP 
Hi, By ‘lo ( aq’ aq? at b uby| + 
y 0 oc dc ob ob aa 5 
cee |e bee arin Se =) + 60% Ty, gy | + 
2 aq” aq? aq" aq’ aq aq 
“a = [* —zg%# wp Pay PP ey 2 gel Daye eager en 
By dq’ dq? bq o i dq? dg! 
ayy dbp 5 teats dbz, F | 
dq’ j dq? bq! 


Mit c,,= 5. b,,und unter Benititzung der Formeln von Mainardi-Codazzi’? 


pas EA, 
dq” dq? 
ist dann schlieBlich 
C3 c d , pies: l 
A, = Spon ROR a Ta gee (14) 


Der Verzerrungstensor. 


Der Theorie der diinnen Schale werden die folgenden vier Naherungsannahmen 
zugrunde gelegt®: 

1. Die Schalenstarke ist klein im Vergleich zu den iibrigen Abmessungen der 
Schale. 

2. Die Durchbiegungen sind klein gegeniiber der Schalenstarke. 

3. Punkte, die vor der Formanderung auf einer zur Mittelflache senkrechten 
Geraden liegen, befinden sich auch nach der Formanderung auf einer Geraden, die 
zur verformten Mittelflache senkrecht steht. 

4. Die senkrecht zur Mittelflache wirkenden Normalspannungen sind vernach- 
lassigbar klein. 

Das Bogenelement ds des Schalenraumes gema® Gl. (3) gehe durch die Form- 
anderung tiber in ds. Nach der ersten und dritten Naherungsannahme mu8 dann 
auch ds sich in der Form 
| (ds)? = Msp dq* dg? + (dz)? 


°K. Girkmann: Flachentragwerke, 2. Aufl., 8.291. Wien. 1948. 
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schreiben lassen. mz ,.ist der MaBtensor des verzerrten Schalenraumes. Fiir den 
kovarianten Verzerrungstensor gilt dann bei kleinen Verschiebungen bzw. Ver- 
schiebungsableitungen gemaB Annahme 2: 


sm eee ee (15 
E08 = > (Mag — Ma) = = : : : 
p= 9 (Map A) ig Oe ff) ) 


Das Zeichen D bedeutet die absolute Differentiation im Schalenraum mit dem Mab- 
tensor m;;. v,; ist der kovariante Verschiebungsvektor. 

Die zweite Bedingung (16) ist, wenn mit v; = v3 = w die Verschiebungskomponente 
in z-Richtung bezeichnet' wird, identisch mit 


Das Oe 
De = “ae! = 0, (17) 


also w = konst. iiber die Schalendicke. 
Die erste Bedingung (16) liefert die Differentialgleichungen 


& 3 
Dy senate 216 


oder unter Beriicksichtigung der Gl. (12) ausgeschrieben 


ov* a, a é 
 — 65 + 2¢, $i. 5)P+ G*P + Bed + dE + Oppo” — 2 epy0") = 0. 


Mit dem Lésungsansatz 
Ur = Us + ZU) + 2 Uo +... 
folet durch Koeffizientenvergleich 
Coy 
Bo_ 4... 18 
ore (18) 
u* ist der kontravariante Verschiebungsvektor in der Schalenmittelflache. Durch 
Uberschiebung mit dem kovarianten Ma8tensor Gl. (4) wird aus Gl. (18): 
eee at te (4 2b? us) Les (eed cs) sae (19) 
; oq” a a 
Fiihrt man jetzt Gl. (19) in Gl. (15) ein und schreibt die absoluten Differential- 
quotienten unter Beachtung von Gl. (14) aus, so erhalt man nach einigen Zwischen- 
rechnungen, wenn gleich auf die gemischten Komponenten des Verzerrungstensors 


tibergegangen wird: 


ye = y* — z Oe 2 he 
aq? 


i ie Ae Pelee an see (20) 
es =, = 6, = 0 (21) 
mit 
Le Dawe dw i 
as oo - Se |) a : 2 
Du’ db: ” 1 dD? w a 
ob: Se o Ee Aes yO nae ete Ww. 93 
Lb ghy sae (b 7 Oy g 7 by g) dq” dq” U g dg” d¢? Ce ( ) 
bb pb" 
Sid ign 3 ¢6%1 —46*"b pee a 2 3 6” are 

ies re 978 76) dq” +3 Bq’ ial Fi 
here BY ital OL. bi hee 6 24 
+ (G77, — 3.57 35) be og w (24) 
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Man beachte, daB zwar der Verzerrungstensor Em (zugehoriger MaBtensor m2) sym- 
metrisch ist und daher bei den Indizes nicht auf die Reihenfolge geachtet werden 
muB, daB dies aber nicht fiir die nur in der Schalenmittelflache definierten Ten- 
soren y- g und ae gilt (zugehoriger MaBtensor g,g). Diese sind nicht symmetrisch. 
Es ist 

pre — yo = 2 (b" pie — bt p*"), l 


(25) 
yxh— Be = 2 (be yon — DE pan) + 3 (0% gu — ch pr). | 


Die SchnittgréBen. 

Bedeutet ¢ die Temperaturzunahme gegeniiber einem isothermen Ausgangs- 
zustand, so gibt das Hookesche Gesetz als Zusammenhang zwischen Spannungs- 
tensor s, und Verzerrungstensor ¢;: 

20 (¢, + eee é.— wae oat o ). (26) 
G ist der Schubmodul, » die Querdehnungszahl. « ist die (lineare) Warmedehnungszahl. 
Fiir die Temperaturverteilung gelte in Richtung der Schalendicke die Potenzreihen- 
entwicklung 

t= 0 (1,92) +20 (Qa G2) + PE Gy Ge) + --- (27) 

Fiir den Spannungsvektor ¢; in einer beliebigen Schnittflache mit dem Hinheits- 
normalenvektor x; gilt 


(= Sree (28) 
bzw. speziell in einer Schnittflache q; = konst. 
whe = 8; Gyre (29) 
i (te = eS Gon = i 0 ee (30) 
Vm O..9 +h): 


Man erkennt die bekannte Tatsache, da8 gema® den (aus der dritten Naherungs- 
annahme der Schalentheorie folgenden) Gl. (21) auch sj = s = 0 werden und damit 
die Schubspannungen ,,)f, in Schnitten ¢, = konst. sowie (gt, in Schnitten z = konst. 
verschwinden miiBten. Dies wird in Wirklichkeit nicht der Fall sein. Ebenso wie in 
der Plattentheorie faBt man diese Schubspannungen zu resultierenden Querkraften 
zusammen, vernachlassigt aber ebenso wie dort den Einflu8 der Schubverzerrungen’, 

Die vierte Naherungsannahme, (at; = 0, ergibt 


cots = 26 (68 4 oa ei at) = 0 


Daraus folgt mit 6 =e, + S 

or per ee Fn a ae 

was an und fiir sich natiirlich im Widerspruch zu Gl. (21) bzw. Gl. (17) steht. 
Das Hookesche Gesetz Gl. (26) geht mit Gl. (31) iiber in 


lo lu a 


€ 


at, (31) 


(32) 


9 Vgl. hierzu KF, B. Hildebrand, E. Reissner und G. B. Thomas: Notes on the Foundation 
of the Theory of Small Displacements of Orthotropic Shells. NACA Techn. Note Nr. 1833 (1949). 
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_ Die Spannungsvektoren werden durch Integration iiber die Schalendicke zu 
SchnittgréBen zusammengefaBbt. Es ist die in einem zur Schalenmittelflache senk- 
rechten Schnitt tibertragene Kraft pro Langeneinheit der in der Mittelflache gemessenen 
Schnittlinie, Abb. 1 


+h oe 
PF, =i Ue: rae dz, (33) 
wobei 
ds’ = |/mxgdq* dq , ds = Vgapdqrdq . 
Fiir die Querkraft pro Einheit der Schnittlange gilt: 
rth, 


iL ; 2 
und schlieflich fiir die Momente erster Ordnung M, bzw. zweiter Ordnung M, (die 
héheren werden nicht mehr beriicksichtigt) : 


1 +h 
ds’ iS 
M, al ta ae ® dz, (35) 
2 rth os, 
ds 
M om (ie ds. 22 dz. (36) 


Wir fiihren noch einen Momentenvektor M* ein durch 


1 2 5 
M* = g*? Mz + b*8 Mg, (37) 
dessen Zweckmafigkeit sich spater erweisen wird. 
Man beachte, dafS wegen der Verschiedenheit der MaBtensoren die kontravarianten 
Komponenten der oben definierten Schnittgré8en nicht mit den kontravarianten 
Spannungsvektoren ¢* gebildet sind! 


Die potentielle Energie. 


Da Warmespannungen mit beriicksichtigt werden, ist in dem Ausdruck fiiz die 
potentielle Energie 


I = A—\ (paw +p.) dF —\ (ta0* + ty w) dO (38) 
F 0 
fiir A nicht die Formanderungsarbeit, sondern die Funktion?° 
ie Gis ub Y\yo 9 ATH y 
A = | les & + Be Oe rey (39) 


einzusetzen, die fiir ¢ = 0 in die Formanderungsarbeit tibergeht: Die Gl. (32) sind 
dabei bereits beriicksichtigt, wobei der Einflu8 der Schubverzerrungen ¢e, und eo ver- 
nachlassigt wurde. p, ist die (in der Schalenmittelflache F wirkend gedachte und 
mit dem MaBtensor g,, gemessene) auBere Schubbelastung pro Einheit der Mittel- 
flache, positiv, wenn sie in Richtung der positiven Koordinate q, zeigt, und p; = p, 
ist die AuBere Belastung pro Einheit der Schalenmittelflache, die senkrecht zur Mittel- 
flache wirkt. Sie ist hier (im Gegensatz zur sonst tiblichen Festsetzung) als positiv 
anzusehen, wenn sie in Richtung der positiven z-Achse wirkt. Das zweite Integral, 
welches dem Potential der Randkrafte entspricht, ist iiber die Schalenrandflache O, 
Abb. 1, zu erstrecken: dO = ds’ dz. 

10 R. Kap pus: Zur Elastizitatstheorie endlicher Verschiebungen. Z. angew. Math. Mechan. 19, 


271 (1939). H. Parkus: Uber eine Erweiterung des Hamilton’schen Prinzipes auf thermoelastische 
Vorginge. Beitrage zur technischen Mechanik. Federhofer-Girkmann Festschrift. Wien 1950. 
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Mit dem Ausdruck Gl. (18) fiir den Verschiebungsvektor und mit den Schnitt- 
erdBen Gl. (33) bis (387) wird: 


| (é, v* +t, w) ds’ dz = o ( P,— is M* -- w 0) ds. (40) 
0 R oq 


Dieses Integral ist tiber die Gesamtberandung R der Schalenmittelflache zu erstrecken. 


Pou ose a 


Abb. 1. Abb. 2. 


Die Grundgleichungen. 


Fir eine Gleichgewichtslage mu8 die erste Variation der potentiellen Energie 
verschwinden: 


oll = 0. 
Die Schar der zur Konkurrenz zugelassenen Nachbarverschiebungen sei mit ~ 
a =uUr+en*% W=w+teo 
festgelegt. In dem Ausdruck 
i oll 
= 8 
de e=0 


wird zunachst dV = dF dz gesetzt und itiber die Schalendicke 2h integriert (wobei, 

wie bereits erwahnt, nach den in z quadratischen Gliedern abzubrechen ist). Dann 

wird wiederholte partielle Integration unter Bentitzung des verallgemeinerten GauB- 
schen Integralsatzes 

da* 

pr) dd 

angewendet. », ist der in der Schalenmittelflache liegende, nach auBen positiv ge- 

zahlte Randnormalenvektor, Abb. 2. Diejenigen Randintegrale, welche die Form 


aF = a mp ds 
ie 


Dies a* ds haben, werden noch wie folgt umgeformt. n = n (q,,q,) und die 
q 5 

Bogenlange s = s (q1,q.), bilden dabei ein der Berandung n = konst. angepaBtes Rand- 
koordinatensystem. 


0 eine 4 
pa ds= o| - ip Ss sa) a ds = aad a* ds + 
re (69 R- Us 0g Smeg on aq* 


wae Os ~ o 
aig Oe (» Oe = ds o (62) . os ds. 
R oq Re ae] 


Das zweite Integral verschwindet aber. 


Weiters treten Terme auf [sie stecken in der nachstehenden Gl. (41) in dem 


Tensor £*°], welche aus dem mit - multiplizierten Glied in ras Gl. (24), ent- 


2 Ww 
dg" dQ” 
standen sind. Da es bei der kovarianten zweiten Ableitung eines Skalars nicht auf 
die Differentiationsreihenfolge ankommt, miissen die entsprechenden Indizes in 
diesen Termen vertauschbar sein, wenn die Vertauschung nur gleichzeitig in allen 
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zusammengehdérigen Termen (die sich nach den partiellen Integrationen sowohl in 
den Flachen- wie in den Kurvenintegralen vorfinden) vorgenommen wird. Die Be- 
achtung dieses Umstandes erlaubt noch einige Vereinfachungen und Zusammen- 
fassungen. 

Man erhalt schlieBlich die folgende Gleichung: 


db db db 5 
a eee K |(o" fe 22 B 4 OR a ae “i (De + K 2° \ 
An ( "| «bg! ola ey sages CTA) re 
_ OB 1 @0 a2 
em aN on 
2 a 
a \ (am {1D bap t+ K (0) 5p — Bou g)] 9° + K (Capp*? + bag A%4)} + or o 
F 
Cy 2A GB 'O pars (41) 


— a {Ll ~ 0) (Des + K *,) +262]. — Py} ds — 
2m 


Ny ; | 
—Hofr. 2 | 28 2 (> 5] 08 ue ahs + 
R- 


dq? aq” os aq™ 
ow on 
cv cere Bw SEY ME) | PE er ees 
Sr Glee ed Prag 
R 


Hierin.ist zur Abkiirzung gesetzt: 
A a - o, By’, no Lp = Kl —) [p*" (Bn 6 — Bgn,) tp a =p 
503 Ee bs Oy 
6= K [wu ® — (1+ 4) «?’), Y=K [wu (W— BS) 4+ (l+yp) «(Bt — t’)], 
Q=DuG+KpA-(1 +m) «|(D +2K}t' iene ee, 


———_——— ———_ eS 


(42) 
Sf bu” fs 3% OB a ole Cw 
G = ¢" = aera ee P=y,=¥, ee g wot j 
1 oC D2 w 
a ~& a a“ b«8 w, 
x x a“ Kea 2 aq” - D q* d gf 
1 SN ln Me eS 
Die GroBen K und D bedeuten die Biege- bzw. Dehnsteifigkeit der Schale, 
K= 4Gh 2 Eh’ stan 4Gh 2h 3K. (43) 


3(I1—p) ~~ 3(1— pe)’ I—p 1-2” 
Sie sind bei veranderlicher Schalendicke Funktionen der Koordinaten q,, qo. 
Wegen der Willkiirlichkeit der Variationen 7”, w miissen nach dem Fundamental- 
lemma der Variationsrechnung die Integranden der Flachenintegrale verschwinden. 
Dies liefert die drei gesuchten Grundgleichungen. An den Schalenrandern miissen 
die Integranden der Kurvenintegrale verschwinden, woraus dort, wo die Verschie- 
bungen bzw. Verschiebungsableitungen nicht vorgeschrieben sind (freie Rander, 
frei drehbare Rander), die natiirlichen (dynamischen) Randbedingungen folgen. 
Zusammen mit den geometrischen Bedingungen erhalt man so an jedem Rand vier 
Randbedingungen. 
Die im zweiten Randintegral von Gl. (41) enthaltene GréBe 


= és 0M” 
G-9+ 2.7% (44) 
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ist nichts anderes als die Kirchhoffsche Ersatzquerkraft, die natiirlich auch in der 
Schalentheorie auftritt, wenn die Querschubverzerrungen vernachlassigt werden. 
Neben den Ersatzquerkraften sind hier aber noch die Ersatzscherkrafte anzusetzen”. 
Wie bei dem spater durchgefiihrten Ubergang zu den euklidischen Schnittgrofen 
sichtbar werden wird, Gl. (51), sind diese in den Schnittkraften P, enthalten. 

Fallt speziell eine Randlinie mit der Koordinatenlinie g, = konst. zusammen, 
so ist n = q, zu setzen. Weiters wird gemaB Gl. (30) 


1] = 
Va = (e Ya = V yr (e)Ox (45) 


und die Schnittgré8en sind dann sinngemi8 mit (Px, @Q@, ~)M. zu bezeichnen. 


Zusammenhang zwischen Schnittgré8en und Verschiebungen. 


Um nach Lésung der Grundgleichungen aus den berechneten Verschiebungen w7*, 
w die SchnittgréBen ermitteln zu kénnen, sind diese durch die Verschiebungen aus- 
zudriicken. Dies kann fiir ...)P, und (,.,M, durch Integration der Gl. (33), (35) und (36) 
geschehen, indem man den Spannungsvektor (f, durch den Spannungstensor und 
diesen wieder durch den Verzerrungstensor ausdriickt. Man erhalt so z. B. langs 
der Koordinatenlinie ¢, = konst.: 


th a, +h PRN oes i ee ; lo pee 
Va = \o ® da =\ ye s mde = — io. dz = —— \s" / Bae 
(1)4 @ =, (1)"% ds =; QOeee, ies V 900 a oe mi Vga art a g 


also allgemein 


+h == 
(e)P x = (s)/B \s yee dz, 
a, i) 
hy et 
(il? = ay, on" | s” a zdz + pa \ 5 // oa cA ae} 
= ah 


Mit dem Hookeschen Gesetz Gl. (32) und mit dem Verzerrungstensor gemaB Gl. (20) 
wird schlieBlich nach Ausfiithrung der Integrationen: 


oPs = [1 —y) De, + K1,) + 20.) Ms (47) 
(MP = 9? oa. (48) 
Die erste Gleichung ware auch direkt aus dem ersten Randintegral von Gl. (41) ab- 
zulesen. Um Ubereinstimmung bei der zweiten Gleichung zu erzielen, miiBte in Gl. (41) 
iiberall der Tensor é*? durch seinen konjugierten ersetzt werden, was, wie friiher 


bereits erwahnt, zulassig ist. Ubrigens sei hier bemerkt, daB diese Vertauschung im 


letzten Randintegral auch unabhangig vorgenommen werden darf, da die beiden 
on 


a 


(46) 


Vektoren v, und parallel sind. 


> oo 2 
Beim Ubergang zu den euklidischen SchnittgréBen wird noch der Vektor («Ms ge- 
braucht. Fur ihn gilt: 


«Me mae [dl fae 2) K Ys oie 6 bs] (e)Pa- (49) 


Der Ausdruck fiir die Querkraft Q 1Bt sich durch Integration von Gl. (34) nicht 
gewinnen, da fiir ¢; kein Zusammenhang mit dem Verzerrungstensor vorliegt. Man 
hat aber direkt aus dem zweiten Randintegral von Gl. (41) zusammen mit Gl. (48): 
b erF 
Sg ee (50) 


4 W.Fligge: Statik und Dynamik der Schalen, 8. 128. Berlin. 1934. 
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Ubergang zu den euklidischen SchnittgréBen. 


Die durch die Gl. (33) bis (37) bzw. (47) bis (50) definierten SchnittgroBen sind 
aus den in der Metrik des Riemannschen R, der Schalenmittelflache gemessenen 
Spannungsvektoren gebildet. Nunmehr soll noch der Ubergang zu den gebriauch- 
lichen, in der Metrik des euklidischen Raumes gemessenen -SchnittgréBen vollzogen 
werden. Man erhalt dann fiir die aus den kontravarianten Spannungsvektoren ge- 
bildeten euklidischen Schnittkrafte n*, Abb. 3: 


2 


+h eth b 
g <= ere am ate May et Sa aa © ae 
a | Vien ° tp dz = V9 ax) il 2 (ao) (ao) “(oa) 3 : [9x8 ae 
h 


Poa) 
+ 22b*8 + 3.28 c%8] ty de = (51) 
2 


—he 


r 


re b Ia.) a0) — : u 
“ ¢ % (ax a & oud Re & die & S 
Vex) iP = | 2 b, é jue = ay, ao g ‘ Ze os ie ‘ i 


I (cece) B 2 Daa I (0.0) 


Ebenso wird fiir die euklidischen Schnittmomente m*: 


+h 
mis | Vino me? Gy #42 = Vom [Bt + (B09 — 16% yA) Ag] (62) 
=k 
Die Querkrafte bleiben die gleichen: 
7 ©: (53) 

Die GréBen n“und m?* sind, im Gegensatz zu P* und M*, 
keine Vektorkomponenten im Sinne der Tensorrechnung, 
sondern bloBe Mazahlen. 

Aus der Schnittkraft, Abb. 3, bildet man die Normal- 
und Scherkrafte, ebenso aus den Schnittmomenten die 
Biege- und Drillungsmomente. Aus diesen wieder er- 
geben sich in bekannter Weise die Spannungen og, t. Abb. 3. 


Geometrische Eigenschaften einiger wichtiger Schalenmittelflachen. 


Nach Wahl eines Koordinatennetzes auf der Flache sind mit der Parameter- 
darstellung Gl. (1) der MaStensor und der Haupttensor zu berechnen aus 


On; OX, ou, oC, 
oe See Oy ee ee 54 
Yap aq” aq? B aq” age ( ) 
fC, ist wie in Gl. (2) der Normalenvektor der Flache. Fir ihn gilt’: 
1 OL, OX, ae 
oo ie Ext agi ag?” (55) 


wobei ¢;;, den ,,e-Tensor“ bedeutet’, dessen Komponenten + 1 sind, wenn ikl 
eine gerade Permutation von 1, 2, 3 ist, — 1 sind, wenn eine ungerade Permutation 
vorliegt, und verschwinden, wenn zwei Indizes einander gleich sind. Das Vorzeichen 
in Gl. (55) bestimmt die Orientierung des Normalenvektors. Es wurde im nach- 
stehenden bei Flachen mit iiberall positiver GauBscher Kriimmung b/g so gewahlt, 
daB ¢, nach ,,auBen“ gerichtet ist. Im tbrigen ist das gewahlte Vorzeichen stets 
angegeben. 

Es werden nur die kovarianten Komponenten von Maftensor und Haupttensor 
angeschrieben. Der Ubergang zu den gemischten bzw. kontravarianten Komponenten 


geht fiir den MaBtensor mit Hilfe der Formeln 
OSES 11 922 ie ee 913) a2 911 56 
Gp PUR Tes. 9 ne : (56) 
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vor sich, fiir alle anderen Tensoren durch Uberschiebung mit dem MaBtensor. Der 
Tensor ¢,g wird mit Hilfe von Gl. (5) gebildet. 
SchlieBlich sind noch die fiir die Ausfiihrung der absoluten Differentiation not- 
wendigen Christoffel-Symbole zweiter Art angegeben. 
1. Allgemeiner Zylinder, Abb. 4. Werden die Kriimmungslinien als Ko- 
ordinatenlinien gewahlt, so gilt mit ¢, = x, dq. = y die Parameterdarstellung: 
ig (aes | (py), = %,(~), %= «x. - 25 


Die Schar y = konst. der Koordinatenlinien (Erzeugende) 


23 


Abb. 4. 
fallt, da es sich um eine Torse handelt, mit den Asymptotenlinien zusammen. Wird 
das Vorzeichen in Gl. (55) negativ genommen, so erhalt man: 


gri=1, Gv2=9, Jor = 0°; g e 
by, = 53, = 9, bos = — @, ani 
0 


L db ib 2 2 
Le re Ds V4 Le 


2. Kreiszylinder, Radius a. Die Parametergleichungen lauten: 


fq == GCOS CO, Ly OSU Gg, a 
Es gelten die Formeln des allgemeinen Zylinders mit @ = a = konst. 
3. Schiefer Kreiskegel, Abb. 5. Mit den Koordinatenlinien ¢g, = x, 4, = 
hat man’ die Parameterdarstellung: 
ty == (6, b: C68’) a | a = be sin Gee 
a, 6 und ¢ sind Konstante: 
a=ts «cos pf, 6= snp -+ tego cos P= sin fp a, e="Cos Bp: 
Die Kurvenschar « = konst. wird von den Kreisen parallel zur 2,, x,-Ebene, die 
Kurvenschar y = konst. von den Erzeugenden gebildet, die hier wieder zugleich 
Kriimmungslinien und Asymptotenlinien sind (Torse). 
Mit positivem Vorzeichen in Gl. (55) wird: 
jn = +6+c— 2abcosy=1-+24b6(b— cos g), 
G2 =Abzesng, G..=—=FP=P, qG=l 2 [@cosm —b) -— Cc}, 


pass site eS 2 1 1 2 
bi, = by, = 0, Doe hae b = 0, ee is ie! 0, 
1 bP 1 aba. 
ge (acos gy — 6), De =—, i en ie sin ~ (a cos y — b). 
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4. Gerader Kreiskegel. Es gelten die Formeln des schiefen Kreiskegels mit 
= 0: 

5. Dreiachsiges Ellipsoid. Die Gleichung der Flaiche in den kartesischen 
Koordinaten 2,, 2%, 23 ist: 


u.2 002 Ua2 
* - | pt 4 3 i 
a b c 
und in Parameterdarstellung mit ¢, = «, q. = B: 
%,=—a-cosacosp, 2,=—b-cosasinf, 2, = c¢-sin «. 


Die Koordinatenlinien « = konst. sind die Ellipsen aus den Schnitten mit den Ebenen 
parallel zur 2,, x,-Ebene, die Koordinatenlinien 8 = konst. sind die Ellipsen aus 
den Schnitten mit den Ebenen durch die x5-Achse. 


Bei Wahl des negativen Vorzeichens in Gl. (55) ist: 
2. fy2 


Jur = sin? « (a cos? B + b? sin? B) + ccos? a, Jz = —Z— sin 2 « sin 2 f, 
Joo = COs? x (a? sin? B + b? cos? £), 
Gg = cos? x [a? b? sin? x + c? cos? x (a? sin? B + 6b? cos? B)], 
—abe —= Oe 2 f2 2 
bi — Vo. COS a, bis = 0, Ose = — ri cos? x, 6 — ee cos4 xX, 
g / 
ae. | ape 
We i ae 2a — tg a, f= 0, io oa sin x cos? x, 
eee 8, ae 
hes ae. «sin 26, r= Tee, 
2 (a2 —— 0?) & : 
3.= ne F al cos? « sin 2 fp. 


6. Rotationsellipsoid. Wird die x,-Achse zur Drehachse gemacht, so gelten 
die Gleichungen des dreiachsigen Ellipsoids mit 6 =a. Weiters ist (vgl. Ziffer 14, 
Rotationsflachen) : p=8 eeu 
wo r den Parallelkreisradius bedeutet. 

7. Kugel. Es gelten die Gleichungen des dreiachsigen Ellipsoids mit b = c = a. 


8. Elliptisches Paraboloid. In kartesischen Koordinaten lautet die Flachen- 
gleichung a2 ae? Le 


Mit gq, = «, q2 = 6 hat man als Parameterdarstellung 

CAM OOP, | gO. Oo AMPS Hee we: 
Die Koordinatenlinien « = konst. entsprechen den Schnittellipsen mit den Ebenen 
23 = konst., die Koordinatenlinien 6 = konst. den Schnittparabeln mit den Ebenen 


durch die x,-Achse. 
Wird in Gl. (55) das positive Vorzeichen gewahlt, so ist: 


bee ae 


Ju = 4 oc? + a? cos? B + Bsin? B, 912 = —y— @ sin 2 B, 
Joo = 02 (a? sin? B + b? cos? B), g = « [a2 b? + 4 a? c? (a? sin? B + 5? cos? B)], 
—2abcua — 2abco% 4a? b? c ot 
by an ir b2=9, be = ica aah WG , 
1 40 ye ae Sooke r ae —@h-', 
r= ‘ x? (a? sin? B + 6? cos? f), 29, 99 = Fue 
2 (a? — b) e? 1 2 (a2? — b*) & 


, | 2 
r= j Jo ig? sity 26 yl, arg? ) Beat ae 3 a* sin 2 f. 
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9. Rotationsparaboloid. Die x,-Achse ist die Drehachse. Es gelten die Formeln 
des elliptischen Paraboloids mit 6 =a. AuBerdem ist (vgl. Ziffer 14, Rotations- 
flachen) : 

p=9, Ga=rT, 
r bedeutet den Parallelkreisradius. 

10. Einschaliges Hyperboloid. Die Flachengleichung in kartesischen 

Koordinaten ist | 


Die Flache besitzt zwei Scharen von Erzeugenden, ist also eine doppelte Regelflache. 
Die beiden Scharen sind mit den Asymptotenlinien identisch. Es kann unter Umstanden 
zweckmaBig sein, diese Asymptotenlinien als Koordinatenkurven zu wahlen; dann 

Im nachstehenden wird in Analogie zum Ellipsoid die Parameterdarstellung 

2, = anja cosf, -x, = bo) «sin B, 7, Cin & 

zugrunde gelegt. Die Koordinatenlinien gq, = « = konst. sind dann die Schnitt- 
ellipsen mit den Ebenen x, = konst. und die Koordinatenlinien q, = 6 = konst. 
sind die Schnitthyperbeln mit den Ebenen durch die 23-Achse. 

Bei Wahl des negativen Vorzeichens in Gl. (55) erhalt man: 

Ixy = Sin? x (a? cos? B + b? sin? B) + c? Co}? &, is = ee Gin 2 « sin 2 B, 

Jon = Col? x (a* sin* B + b? cos? p), 

q = Wo}? x [a? 6? Sin? « + ce? Co}? « (a? sin? B + 6? cos B)], 
b= 


— q? hb? ¢2 


abe —abe 
by, = —— ©pj «, by3'==-0, bs, = —=— Conf? a, = BDNe, 
Vs Vg 8 
ab a? 62 ' ¢ lou a) — 2 62 a4 ~ 
Lo 7 Gin 2« + Iq «, T= a; le ; Sin « Co}? x, 
CP CIC ee BM ae 2 > 
Luo, Sey asin, I= 34 OX, 
2 (a? — b)e 
aa a —Cpj* « sin 2B 


11. EHinschaliges Rotationshyperboloid. Fallt die Drehachse mit der 
x3-Achse zusammen, so gelten die Gleichungen des einschaligen Hyperboloids mit 
b=a. Weiters ist (vgl. Ziffer 14, Rotationsflachen): 


B=, 6 va Cole aa 
r ist der Parallelkreisradius. 


12. Hyperbolisches Paraboloid. In kartesischen Koordinaten lautet die 
Flachengleichung: 
x," Doce 4 X53 
a ane ea 
Die Flache besitzt zwei Scharen von Erzeugenden, ist also im*doppelten Sinn eine 
Regelflache. Werden die beiden Scharen (die mit den Asymptotenlinien identisch 


sind) als Koordinatenlinien gewahlt, so hat man die Parameterdarstellung: 
t,=a(a +), %=b(a—f), w= —caf. 
Die zur x,-Achse und zu den beiden Diagonalen des Rechteckes x, = 0, a und x, = 0, b 


parallelen Ebenen schneiden auf der Flache die beiden Erzeugendenscharen 
9g, = « = konst. und g, =16 = konst, aus: 
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Bei Wahl des negativen Vorzeichens in Gl. (55) erhalt man: 
Qu = P+P+eP, g.=—a —B4+ ca B, 
Jaa =U +H +007, g = 4076? + ac? (a — B+ bc? (x + B), 
ee ee he eh <—— 


1 1 
Lee? x0 a r= 9; eee — a?) x + (B® + a?) B], 


Tip 4 [6 + a?) 0 + (08 — a?) 8 


13. Gleichseitiges hyperbolisches 
Paraboloid. Es gelten die Formeln des 
hyperbolischen Paraboloids mit 6b = a. 


2 


eZ 


Abb. 6. Abb. 


14. Allgemeine Rotationsflache, Abb. 6. Mit den Koordinatenlinien q, = 9, 
q2 = 0 und dem Parallelkreisradius r (vy) lautet die Parameterdarstellung: 


Cut (pcos ey, 4.05 == F.(9) Sin Oj, oes == "0s [7i(@) 


Die beiden Hauptkriimmungsradien sind r/sin gy und o@ (py). Nach Wahl des negativen 
Vorzeichens in Gl. (55) wird: 


Gu = 0; Ji2 = 9, Jo = 1, g=? 0°, 


bya Oris =O Oi sing! - =e 7 sin y; 
1 1 de 1 2 2 ee r 2h mation Ig 
ibe Slip? P,H=l 1 =ln =” FQ =- p COSY ry,= =, 008. 


15. Schiebflache (Riickungsflache), Abb. 7. Eine solche Flache entsteht 
durch Parallelverschiebung einer Kurve langs einer zweiten. Das in Ziffer 8 behandelte 
elliptische Paraboloid und das in Ziffer 12 besprochene hyperbolische Paraboloid 
sind Schiebflachen. Hier soll noch der Fall angeschlossen werden, dali die beiden 
Kurven zwei Kreisbogen in zwei zueinander senkrechten Ebenen sind. Dann gilt 
mit g; = %, Y= 6 die Parameterdarstellung: 


POM 6) 4, = OP, Wee a@cos « — Hy bcos p —'H,. 


Das Netz der Koordinatenlinien wird von den beiden Kreisbogenscharen gebildet. 
Mit dem positiven Vorzeichen in Gl. (55) erhalt man: 
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9 - : — g2 h2 — ajn2 in2 
jr =@, gy=—ab-sinasinp,  g2=— 0%, 9 =a? b?(1 —sin* o sin’ f), 


—a*b Or 


b = —— COs B, Uae => 0, O54 ae NUS) 0.55 
11 1s Va 
3 38 —@b . ae 
pete ue COS & COS rr = —*™ sin 2 « sin? B, 
g ? 11 2 Gg 
‘ ih G0? ae 2 a’ b : 
ie Be [e201 se 1 Sin « cos ere = 00s asin ie, 
Dodane ae 
P52 ey ig SEONG (Bingegangen am 13. Dezember 1949.) 


Grenzbedingung fiir spréden Bruch 
und plastisches Verhalten bildsamer Metalle*. 


Von C. Torre, Wien. 
Mit 7 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. An Hand einer fiir die praktische Berechnung einfach gewahlten Grenz- 
bedingung (Rotationsparaboloid) werden verschiedene Beanspruchungen der bildsamen Metalle 
und der spréde Bruch von Schweifverbindungen untersucht. Zum Schlu8 wird ein Verzerrungs- 
zustand, der zu dieser Grenzbedingung modglich erscheint, besprochen. 


Summary. Assisted by one for the practical calculation simple limit condition (rotation 
paraboloid) are examined the different stressings of the ductile metals and the brittle breaking 
of welded joints. At last the state of distorsion is discussed, which seems to be possible to this 
limit condition. 


Résumé. A Vaide d’une condition aux limites choisie de fagon simple pour le caleul pratique 
(paraboloide de révolution) on a étudié les diverses fatigues des métaux malléables, ainsi que la 
rupture cassante des soudures. Pour terminer, on a discuté une déformation, compatible avec 
cette condition aux limites. 


1. Kinleitung. 


Bekanntlich gibt es weder ausgesprochen spréde noch ausdriicklich bildsame 
feste Stoffe. Bei statischer Beanspruchung bestimmt der Spannungszustand, ob 
sich ein Material spréde oder plastisch verhalt. Gesteine, die zu den ,,spréden Stoffen‘‘ 
gezahlt werden, zeigen unter gréBeren allseitigen Driicken eine starke bleibende 
Verformung, ohne dabei zu brechen. Bildsame Metalle, die unter verformungs- 
fahigen, zihen Stoffen gezahlt werden, brechen unter mehrachsiger Zugbeanspruchung 
spréde, das heiBt verformungslos. Da die versuchsmakige Uberpriifung solcher spréder 
Briiche bildsamer Metalle schwer zu verwirklichen ist und diese in der technischen 
Praxis, wie z. B. bei SchweiBverbindungen, grofbe Schaden verursachen kénnen, 
so ist es von praktischer Bedeutung, das spréde Verhalten bildsamer Metalle theoretisch 
zu untersuchen. AuSerdem werden wir auch die den Versuchen zuganglichen Gebiete 
der Beanspruchung behandeln, in welchen sich die Metalle auch plastisch verformen. 


2. Die Grenzbedingung. 


Das Problem des spréden Bruches und des plastischen Verhaltens bildsamer 
Metalle kann mit Hilfe einer geeigneten Grenzbedingung theoretisch untersucht 
werden. Die Aufstellung des mathematischen Ausdruckes der Grenzbedingung kann 
auf verschiedenen Wegen erfolgen. Oft wurden die Grenzbedingungen aus den An- 
satzen der Mechanik abgeleitet. Mohr! hat die Grenzbedingung (Hiillkurve) nur 


* Herrn Prof. Dr. K. Girkmann zum 60. Geburtstag gewidmet. 


* O. Mohr: Z. Ver. dtsch. Ing. 44, 1524 (1900); Abhandlungen aus dem Gebiete der Tech- 
nischen Mechanik, 3. Aufl., S. 192. Ernst & Sohn. 1928. 
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graphisch angedeutet, wahrend Leon? fiir die Grenzbedingung die Hiillparabel, 
also einen bestimmten mathematischen Ausdruck, gewahlt hat. Wir werden hier 
ein Rotationsparaboloid als Grenzbedingung wahlen, da uns dieses fiir bildsame 
Metalle auf Grund unserer friiheren Untersuchungen? 4 geeignet erscheint. Die 
Gleichung des Paraboloids als Grenzflache hat Sandel®> aus einem mechanischen 
Ansatz abgeleitet, was im Abschnitt 8 mit einigen Erginzungen wiedergegeben wird. 
Diese Ableitung entwirft ein Bild eines mdéglichen Verzerrungszustandes bei der 
Annahme eines Paraboloids als Grenzflache. 

Die nachfolgende Gl. (1) der Grenzflache stellt nicht den einzig méglichen Aus- 
druck fiir eine Grenzbedingung dar, was auch aus den Untersuchungen des Ver- 
fassers® hervorgeht. Gl. (1) empfehlen wir, weil sie fiir eine rasche rechnerische Aus- 
wertung beim Versuch und im Konstruktionsbiiro geeignet erscheint. Sie zeigt in 
den bisher untersuchten Gebieten gute 
Ubereinstimmung mit den Versuchsergeb- 
nissen. 

Mit 0, 02, o, bezeichnen wir die auf den 
verformten, effektiven Querschnitt be- 


Abb. ¥. 


zogenen Hauptnormalspannungen, mit o,,..., T,, - . . die Koordinaten des Spannungs- 
tensors. Mit oz bzw. op die einachsige Zug- bzw. Druckfestigkeit; c ist das Verhaltnis 
© =Op/oz bzw. allgemeiner der Druckbeanspruchung zur Zugbeanspruchung an 
irgendeiner Stelle «* in Abb. 2 fiir einen und denselben Stoff. Sandel’ nimmt fir 
bildsame Metalle immer nur c = 1 an, wahrend wir auch c > 1 annehmen werden. 
Die Gleichung des Paraboloids mit der Rotationsachse o, = o, = o; lautet (siehe 
Verfasser®: *) : 

(Gq. G3) | (6, — Gz)= =, (63 — 0,)* + 2 (c — 1) Gz (0, + 0, + 09) = 2'¢ 07? | (1) 

Des Cs 2, { 


bzw. in den Komponenten des Spannungstensors : 
(o, —0,)? + (@, 0,)? + (6, C,)-- 6 (tay + typ tee) + 
+ 2(c — 1) 0z (0, + 0, + 6,) = 2¢ G7’. (la) 
Die Grenzflache Gl. (1) ist in Abb. 1 schematisch dargestellt. 


Die Wahl der Zahl c mége an Hand der Abb. 2 etwas eingehender untersucht werden. 
Die o (e)-Linien der Zug- und Druckbeanspruchung eines bildsamen Metalles fallen 


2 A. Leon: Ingenieur-Arch. 4, 421 (1933). 

3 ©. Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 316 (1946). 

4 C0. Torre: Schweiz. Arch. angew. Wiss. und Techn. 15, 116, 145 (1949). 

5 G.D. Sandel: Schweiz. Bau-Ztg. 95, 335 (1930). “i 

6 @. Torre: Die Mechanik der Grenzbeanspruchungen. Osterr. Ingenieur-Arch. (erscheint 


anfangs 1950). 
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héchstens bis zur FlieBgrenze zusammen. Bis zu dieser Grenze gilt c = 1, was in 
Abb. 2 durch Schraffur hervorgehoben ist. Uber der FlieBgrenze gilt c > 1, weil 
die Zug- und Drucklinien auseinander gehen. Aus Abb. 2 sieht man, daf jeder Zahl c 
eine bleibende Dehnung «, (bzw. signiert e*-Grenze) zugeordnet ist. Da sich mit 
der Anderung des Parameters c in Gl. (1) eine Grenzflachenschar ergibt, so ist 
jeder Grenzfliche dieser Schar eine bleibende Dehnung zugeordnet. Die Zahl c spielt 
hier also eine doppelte Rolle, da sie erstens verschiedene bildsame Metalle charakte- 
risiert, und zweitens sich bei gleichem Material andert. Gl. (1) ist auBerdem stark von 
der Zahl c abhangig: z.B. bei c <1, was in der Umgebung der oberen und unteren 
Flie8grenze vorkommen kann, erhalt die Grenzflache eine nicht zulassige Form, da sie 
gegen die Trennachse (Abb. 1) offen wird und die Kompressionsachse schneidet. Auch 
die Giiltigkeit der Gl. (1) fiir c > 2 muB noch versuchsmafig tiberpriift werden, da hier 
z. B. max o, > oz bei max o, = max o, <0 wird. 

Aus der Anderung der Zahl c sehen wir, da jeder Stoff eine eigene Grenzflachen- 
schar hat. Die Scharen der Grenzflachen und die entsprechenden o (¢)-Kurven bilden 
die Grundlage der Mechanik der Grenzbeanspruchungen.. Die Meinung von Ro§ 
und Eichinger’, daB jeder Stoff eine eigene Theorie der Bruchgefahr hat, hat 
hiermit eine quantitative Erganzung erfahren. 

Die Meridianen der Grenzflache Gl. (1) in Abb. 1 entsprechen den Belastungs- 
arten, die sich aus der Beziehung (siehe Anm. 3, 4) 


Op = TOO Oa i ase (2) 


berechnen lassen. Gl. (2) sei die Belastungscharakteristik genannt. Hier ist o, die 
mittlere Hauptnormalspannung bei der freigewahlten Reihenfolge 


0, — Gy = Gy. (3) 
Setzen wir Gl. (2) in Gl. (1) ein, dann ergibt sich eine Schar der von der Zahl r 
abhangigen Grenzkurven zu 
(oy —.05)" (1 — 7a) + {e —l)} o2 fon 7) eo, (Ea) er 
Re Ge 


Nach diesen allgemeinen Ausfiihrungen tiber die Grenzflache gehen wir auf ihre 
nahere Untersuchung iiber. 


(4) 


3. Die Verdrehungsfestigkeit. 
Die Verdrehungs-Belastungsart allgemein (das hei®Bt mit o, + 0) ergibt sich aus 
Gl. (4) mit r=q = 1/2 zu 


(o1 — 05)? + 2 (¢ — 1) oz (0, + 43) = Fe oz. (5) 


Verdrehungsversuche unter allseitig gleichem Druck an bildsamen Metallen sind 
unseres Wissens noch nicht durchgefiihrt worden. Den Verlauf der Gl. (5) zeigt 


Abb. 8 und 9 des Verfassers? im Koordinatensystem (c3, o,) bzw. Koordinatensystem 
(o, t) (Kurve ,,V“‘). 


Die reine Verdrehungsfestigkeit ty ergibt sich aus GI. (5) mit o. = 0, 0, = — 0, = Ty 
per 1 Seen: | 
ty = = 
u oz|/ 3’ 0577 S ty/oz = 0°817 = 1. f e) 


Gl. (6) liefert je nach der GréBe der Zahl c die verschiedenen Werte ty/oz. Diese 
wurden auch bei den Versuchen beobachtet und als , Streuungen aufgefaBt. Oft 


* M. Ros und A. Eichinger: Versuche zur Klarung der Frage der Bruchgefahr. Ber. Nr 
III. Metalle. E.M.P. A. Zitrich 1929. : . Se NT aki dial 
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sind diese verschiedenen Ergebnisse keine Streuungen, sondern die GroBe ty/o, beim 
gleichen Material hangt von der Zahl c nach Gl. (6) und Abb. 2 ab. Fiir c = 3 ergibt 
sich nach Gl. (6) ty = oz. Jene Stoffe mit c > 3 zeigen die Unabhangigkeit der 
ZerreiBspannung von der Verdrehungsbeanspruchung. 
Nach Leon? lautet der Ausdruck fiir die Verdrehungsfestigkeit 
lSes 8 
0,707 =< Ty|Oz =< LPP Aay: 
G1. (6a) unterscheidet sich von Gl. (6) fiir jede Zahl ¢ um 22,5%. 
Um die Art des Bruches zu untersuchen, bilden wir die erste Ableitung 0,’ = do,/do; 
der Gl. (4), die lautet: 
eres 2Gg = 6y)(1—9'q) — (¢ = Ic, (1 + g) 7 
1B (q—o) lrg + la, (1 +7)” 7) 
Der Ausdruck fiir die Berechnung der Gleit- bzw. Bruchwinkel « ergibt sich nach 
Verfasser®: 4 RON me 
Se 6; (8) 


Fiir den Trennbruch gilt « = 0 bzw. nach Gl. (8) o,/ = 0. Mit diesem Wert und 
mit r= q = 1/2, og = — o, = ty folgt aus Gl. (7): c= 3. Das heiBt bei Stoffen 
mit c 23, die auf Verdrehung beansprucht sind, ergibt sich ein Trennbruch, bei 
Stoffen mit c <3 ein Verschiebungsbruch. Fiir c = 1 erhalt man aus Gl. (7) 
o, = + 1 fir alle Belastungsarten (r); aus Gl. (8) betragt der Gleitwinkel « = 45°, 
der Bruch wird als Gleitbruch bezeichnet. Man sieht, da man nach Gl. (8) aus 
einer in der Form F (a3, 2, 0,) = 0 angegebenen Grenzflache mit Hilfe der Gl. (2) 
auch den Gleitwinkel berechnen kann. 

Hine gréRere tabellarische und graphische Zusammenstellung von versuchsmabig 
ermittelten ty/oz-Werten findet man bei Ro’ und Eichinger’? *: Die Mittelwerte in 
Ubereinstimmung mit Gl. (6) sind an der Bruchgrenze gréfRer als an der FlieBgrenze, 
weil die Zahl ¢ auch veranderlich ist. In Tabelle 1 sind einige Versuchswerte nach 
Fromm? (S. 392) und zwei Werte nach Ros und Eichinger angegeben. 


ty = + on)/%, (6a) 


Tabelle 1. Werte t,/o,. 


Verfasser ic ty / Og Gl. (6) Grenze Material 

AR ATIN COGS reuse enchant (onopet onohcVsaate toeushe 0°72—2:0 0°5—0°88 | 0°49—0°82 | Signiert Eisen 

EVI SSO ee sie ial bees ar ereianv etek Sue joie 1:13 0°64 0°61 FlieB- Eisen 

Selly und. Putnam 2...2...-.. 1-03 0°61 0°59 FlieB- | Eisen 
= Eas 2°01 0°86 0°82 Bruch- | Al-Bronze 
Iigcysh ONG Ned Danol rb Waxes eee eee Sere ore 1-00 0:58 0°58 Flie8- FlaGatahl 


Nach Hiitte P° (S. 754) betragt die Schubfestigkeit fiir Flu8stahl ty = 0°84 + 
~ 0°87 oz, was in Gl. (6) der Zahl c = 271 + 2°3 entspricht. Auf der gleichen Stelle 
findet man, da8 fiir GuBeisen ty/o, = 1:02 + 1°17; da beim GuBeisen c > 3 betragt, 
so stimmt diese Bemerkung mit Gl. (6) qualitativ tiberein. Aus Tabelle 1 sieht man, 
da® die Anderung der Zahl c auch die Anderung der ty/oz-Werte zur Folge hat. 


4. Die Scherfestigkeit. 


Um die Scherfestigkeit t, zu berechnen, mu8 man jeweils, das heibt bei jeder 
Zahl c in GI. (1), die Zahl r ermitteln, wahrend wir beim Zug, Druck und Verdrehung 
~@ M. Ro& und A. Fichinger: Ber. 172 der E.M.P.A. in Zurich, 1949. 

9 H.Fromm: Grenzen des elastischen Verhaltens beanspruchter Stoffe. Handbuch der 
physikalischen und technischen Mechanik, Bd. IV, 8.359. J. Barth. 1931. 

10 Hiitte I, Ingenieurtaschenbuch, 27. Aufl. Berlin: Ernst & Sohn. 1941. 
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die Zahlen r von vorhinein kennen. Nach Leon" besteht die Bedingung fiir die 
Scherbeanspruchung darin, da8 in der Gleitflache die Normalspannung o ver- 
schwindet. Wird aber die Scherbeanspruchung unter allseitig gleichem Druck durch- 
gefiihrt, so ist diese Bedingung nicht erfiillt, obwohl sie zur Scherbelastungsart 
gehért. Nehmen wir die Gleichung der Normalspannung in der Gleitflache (siehe 
Anm. 3, 4) 


| Fe (9) 
so folgt fiir o = 0 
0,’ = — 04/03. (a) 
Der ebene Spannungszustand mit o, = 0 liefert nach Gl. (2) 
= — gr. (b) 
Aus Gl. (a) und (b) folgt 
a, = qr. (c) 
Aus GI. (7) und (c) ergibt sich 
ae CL a err 
Ce ae) ve 
Aus Gl. (4) und (b) erhalt man weiter 
20, (1 —1g) = —roz [Ve 1 —4rg) + 4e(l—rg+e—H—g). GY 
Aus Gl. (10) und (11) erhaélt man eine quadratische Gleichung in (r q) 
5e + 2(¢— 1)? =+- 1)/2i¢ 
(rg — rq) gota — — ee =r tq=l. (d) 
Aus der Gleichung fiir die Schubspannung in der Gleitflache (siehe Anm. 3, 4) 
Uses ae a ‘ Voy iT) 
ergibt sich aus Gl. (a) und (10) der Ausdruck fiir die Scherfestigkeit 
1 gor, oll te ain) eRe aig 
t= 3 OZ FAG —— (13a) 


bzw. nach Gl. (d) 


pees e—1 gs 3¢—(e—1"%— e—e+1 / 5¢ + 2(e—12?—3 Vt—e@+1 ; 
2 e—4(e—1% 4+ fé—e@+ 1 6 [2 Ve— 2 + 1 — 2e— 3 (e— 19] 
(13) 
Ein Sonderfall der Gl. (d) ergibt sich, wenn der Nenner verschwindet: 
4c —5(¢—1)?=0 bzw. c= (V6 + 1)?= 2:3798. Mit dieser Zahl betragt die 
Verdrehungsfestigkeit nach Gl. (6) ty/oz = 0°892. Da die Versuchswerte meistens 
den Wert ty/oz = 0°9 nicht tiberschreiten, so scheint die Zahl c = 2°38 maxc fiir 
das fehlerfreie Material zu sein. Mit ¢ = 2°38 erhalt man aus Gl. (d) rg = 6/33 = 07182 
und nach Gl. (13) tg/oz = 0°94; hiermit folgt ts/ty = 0°94/0°892 — 1:05; das heiBt, 
daB die Scherfestigkeit nur um 5% gréker wird als die Verdrehungsfestigkeit. (Mit 
c = 3 ergibt sich ein Unterschied von 11%.) Die kleinen Unterschiede zwischen tz 
und ty, die wir eben theoretisch festgestellt haben, werden auch versuchsmafig be- 
obachtet: z.B. nach dem Werkstoff-Handbuch!? (S. Q 31-8) diirfen beim Niet- 
material fiir Kesselbleche die Werte tsg/oz = 0°75 bis 0°80 nicht iiberschreiten. Im 
Stahlbriickenbaut® (S. 505) ist fiir Nieten t= 0°80, fiir rohe Schrauben 
11 A. Leon: Beton u. Eisen 84, 130 (1935). 
12 Werkstoff-Handbuch Stahl und Eisen, 2. Aufl. 


Eisenhittenleute. Bearbeitet von K.Deaves. 1940. 
18 Stahlbaukalender, 8. Jg. Berlin: Ernst & Sohn. 1942. 


Herausgegeben vom Verein deutscher 
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Tu = 9°7 6g Vorgeschrieben. Unsere theoretischen Ergebnisse stimmen also mit 
der Erfahrung iiberein. 


Nach Leon" lautet der Ausdruck fiir die Scherfestigkeit fiir bildsame Metalle 
esi =i 
tg= ~ Bre. Oz, 
, e dee O*2 Biew felon — 15 f 
Fiir c = 2,38 ergibt sich ty = 0,8450,; der Unterschied zwischen Gl. (13) und (13b) 


betragt fiir c = 2,38 10%. Der Ausdruck Gl. (13b) ist fiir die praktische Anwendung 
allerdings einfacher als jener nach Gl. (13). 


(13D) 


5. Zug- und Druckbelastungsart. 


In Abb. 11 vom Verfasser* sind die Versuche von Ro und Eichinger? mit ge- 
gliihtem StahlguB an der oberen FlieBgrenze mit c = 1 wiedergegeben. Die Ver- 
suche Nr. 42, 43, 48 bis 51 entsprechen ungefaihr oder streng (Nr. 50, 51) der Ver- 
drehungsbelastungsart (r = 1/2); Nr. 56 bis 58, 63 der Zugbelastungsart (r = 0); 
Nr. 64 bis 70 der Druckbelastungsart (r = 1); Nr. 44 mit r = 0°923 hat keinen be- 
stimmten Namen, liegt nahe der Druckbelastungsart. Die unter 45° geneigten Geraden 
sind die Projektionen der Erzeugenden des Plastizitatszylinders, der sich aus Gl. (1) 
mit c = 1 ergibt. Die Gleichung dieser Geraden ergibt sich aus Gl. (4) mit c = 1 zu 

Os 
So area es f= g == 1. (14) 
wo o, die FlieBgrenze bei Zug (Streckgrenze) ist. Aus Abb. 11 vom Verfasser4 
sieht man, da Gl. (1) mit c = 1 die Beanspruchung an der FlieBgrenze bildsamer 
Metalle gut wiedergibt. 

Da in der Literatur wenige Versuchsergebnisse tiber die Beanspruchung bildsamer 
Metalle an der Bruchgrenze beim mehrachsigen Spannungszustand zu finden sind, 
so ist die Giiltigkeit der Gl. (1) fiir c > 1 schwer zu beurteilen. Nach der Tabelle III 
von Rog und Eichinger’ ergibt sich fiir Aluminium-Bronze c = 2; der einzige Ver- 
suchswert an der Bruchgrenze ist ein Zugversuch unter o4p (o, = + 3600, 
0, = 0; = — 2000 kg/cm?), der sehr gut auf die Grenzflache Gl. (1) bzw. auf die 
Grenzkurve Gl. (4) fiir r= 0, g = 1 fallt (siehe Abb. 8 vom Verfasser®, 8. 330). — 
Das arithmetische Mittel aus zwei Versuchen mit gegliihtem StahlguB, die ebenfalls 
Zugversuche unter o4p mit c = 1°3 sind, ergibt im Koordinatensystem (03, o,) einen 
Punkt, der um 18% iiber der Grenzkurve Gl. (4) mit r = 0 liegt. — In Abb. 8 vom 
Verfasser? ist die Kurvenschar nach Gl. (4) mit c = 2 fiir Zug- (r= 0), Druck- 
(r = 1) und Verdrehungsbelastungsart (r= q = 1/2) dargestellt. In Abb. 9 vom 
Verfasser? sind die entsprechenden Hiillkurven gezeichnet, die durch die Trans- 
formationsgleichungen (9) und (12) aus Gl. (4) berechnet. sind. 


Op sa. 


6. Die dreiachsige Zugbeanspruchung. Der spréde Bruch von SchweiB- 
verbindungen. 


Die theoretischen Untersuchungen der Festigkeit von bildsamen Metallen bei 
der dreiachsigen Zugbeanspruchung hat in letzter Zeit besonders die Erkenntnis 
geférdert, daB die spréden Briiche von SchweifSverbindungen durch diese Beanspru- 
chungen verursacht werden. Auf die dreiachsige Zugbeanspruchung bei Schweil- 
verbindungen als Ursache ihres spréden Bruches hat Kloéppel*—’® hingewiesen. 
Seine Untersuchungen werden hier mit Erganzungen wiedergegeben werden. 

14K. Kloppel: Stahlbau 11, 105 (1938). 

16 K. Kléppel: SchweiStechnik im Stahlbau, 8.378. Stahlbaukalender 1942. 

16 K. Kléppel: Uber Bruchgefahr geschweiBter Stahlbauten, H. 9. Braunschweig: Vie- 


weg & Sohn. 1947. 
12* 
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Fir die weiteren Untersuchungen eignet sich die Hiillparabel vou Leon?,™ nicht 
mehr, da sie die mittlere Hauptnormalspannung nicht enthalt. 

Wir untersuchen zwei Sonderfalle der Zug- und Druckbelastungsart. Diese kann 
man nach GI. (2) in der Form ausdriicken: 


a) Druck (7 =1): Oy = 10j;, Og CO Oe, (15a) 
b):Zug (7 = 0): Og 2265) KO Ode Oe (15b) 
g & 
a Ger ane 
i ! #2 
\ x 
\ OY 2 
\ We y 
Hi ga aye / 
Nees WP 7 
S \ OY | GA 
N \ { 
Na ea ye | a 
NES Wee \ Lo 
Nee We awee Y 
we ve eae 
Ve. KAY G7 wy 4 
QV Ps ee | C 6 
< One ee WATS 
~ AN i pee we g) oe 
— SS va s eae v vy 
—s SN 4 Neal ! 
== eae ii5 2 A 
’ >| N | 
el a | vA 
fe ue 
¢ 5 4 
Ni ae yA I=) 
03 = 207 ie SQM G5 sg 93 =O, 
0, = O yf H ne zy 
7 : Neen / 
4 \ Sol ws 
if ' SSO? 
a 1 NIV ey y, 
~co£ aS+1/’ 7 WW eles 
Y2 fe aes V7 2 73 
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(Druck-Bel- as rece ss -Art) 


G; 
ie pie 
= (7) 


a-0 (6 
03=-20; 3 se 


Abb. 3. 


Die Zug- und Druckbelastungsart treffen sich an der Stelle a = b = + 1 (Abb. 3). 
Aus Gl. (1), (15a) bzw. (15b) ergibt sich: 


c—l14 Vtc 1)? 4 40(5 ahh 


Zug: pease |. 14+ Ve e+ 40(2— 4), b Sc denial, 


o of 
Druck: —2 = bli 
01 ONG 


a=+1, ‘ (16a) 


a<=-+1 bedeutet auch —co<a< +1; ebenso ist mit 6 =+1 das Intervall 
+1<6b <+ oo gemeint. Mit a = — o ergibt sich nach Gi. (15a) 6. = o, =, 
03 = — Op; die einachsige Druckfestigkeit befindet sich im Unendlichen (Abb. 3). 


Ahnlich ergibt sich mit 6 = + 00 nach Gl. (15b) o, = 0, = 0, 6, = +07. Unsere 
Untersuchung wird sich demnach zwischen der Zug- und Druckbeanspruchung be- 
finden. Da in diesem Intervall auch die allseitig gleiche Zugbeanspruchung liegt, 
ist aus Abb. 3 ersichtlich; hiemit haben wir jenes Intervall der Beanspruchung ab- 
gegrenzt, in das die spréden Briiche bildsamer Metalle fallen. 

Wir vermerken zunachst einige Sonderfalle nach Gl. (16): 

a) Die allseitig gleiche Zugfestigkeit o47 ergibt sich mit a=b—= +1 zu 


Ramee ae ee 
Gpere sy Neale (17) 
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Mit c = 3/2 ist o4, = 07; mit c= 3/2 ist o4, <oz. Das heift, daB® die harteren 
Metalle (mit gréBerer Zahl c) eine gréBere Zugfestigkeit oz; haben als die Festig- 
keit o4z. Bei weicheren Metallen ist es umgekehrt. 


b) Die Umschlingungszug- oz, bzw. -druckfestigkeit opp folgt mit a = b = 0 
07z|0z; Opp/oz = + Ye Ae Cece ise (Cul). (18) 


c) Der Fall ¢ = 1 (der an der Bruchgrenze wahrscheinlich tiberhaupt nicht vor- 
kommt) liefert nach Gl. (16) zwei Gerade: 


oz/o, =1—a, oz/o,=6 —1. (19a, b) 
Der (hier bedeutungslose) Fall c = oo liefert ebenso zwei Gerade: 
Oz/oy3=2+4, o,/o,=2+0. (20a, b) 


d) Die Kurven Gl. (16) sind vom Parameter c abhangig (Abb. 3). Sie gehen alle 
durch den gemeinsamen Punkt 8 (— 1/2, + 3/2), der sich z. B. aus Gl. (19) und (20) er- 
gibt: oz/o, = 1—a=2-+4a. 

e) Den vom Parameter c abhangigen geometrischen Ort aller Minimumspunkte 
erhalt man aus der Nullsetzung der ersten Abteilung der Gl. (16a): d (oz/0,)/da = 0: 


4¢—5(e— 1) 


: O7 C= 1 
a re = lee TF (21a, b) 


min a= 


In Abb. 3 sind verschiedene vom Parameter c areas Kurven gezeichnet. Die 
Kurve mit c = 3 hat das Minimum im Punkt 8S. Fir mina = 0 erhalt man gerade 
die nach Gl. (13) erwahnte Zahl max ¢ = (V6 + 1)2/5 == 23798. 

Wir setzen in Gl. (16) bzw. in Abb. 3 oz = o,, wo o, die einachsige ,,Vergleichs- 
spannung* bei mehrachsiger Beanspruchung ist; o, darf z. B. die zulassige Zug- o7 ,) 
bzw. Druckspannung op,, nicht iiberschreiten. — Aus Abb. 3 sieht man, daB bei 
Metallen im Bereich a = — 1/2 bis b = + co mit gréBeren Zahlen ¢ auch die Ver- 
haltnisse o,/o, und o,/c3; groBer werden. Das besagt, da man fiir Schweifkonstruk- 
tionen (soweit sich die Betriebs- und Schrumpfspannungen in diesem Bereich befinden) 
Metalle mit kleineren Zahlen c, die also weniger spréde und mehr bildsam sind, ver- 
wenden mu. Im Bereich — co Sa X — 1/2 ist es umgekehrt: die harteren Metalle 
(mit gréBeren Zahlen c) ergeben die kleineren Ordinaten 0/01, das heiBt, ook die 
Spannung o, bei gegebener o, (z. B. = oz,,) um so gréfer sein dart. 

Wollen wir die Festigkeit oder allgemein die Anstrengung eines Metalles bei 
dreiachsiger Beanspruchung als Funktion der einachsigen Zugspannung oz unter- 
suchen, so miissen wir die reziproken Werte der Ordinaten in Abb. 3 nehmen. Zwei 
Sonderfalle sind mit Gl. (17) und (18) gegeben. 

Unter gewissen Voraussetzungen tiber die auftretenden Betriebs- und Schrumpfungs- 
spannungen in geschweiften Konstruktionen kann man ein Bild iiber den Spannungs- 
zustand entwerfen. Wir nehmen als Beispiel folgende zwei Falle: 

a) St 37, mit c= 2 an der Bruchgrenze, hat nach Gl. (17) eine Festigkeit 
O47 = 20/3 = 2470 kg/cm?, wenn oz = 3700 kg/cm?. Liegen die Betriebsspannungen 
an der Grenze der zulassigen Spannung 07, = 1400 kg/cm?, so bleibt fiir die 
Schrumpfspannungen nur noch 2470 — 1400 = 1070 kg/cm? tibrig, was nach Kléppel"* 
sehr wenig ist. 

b) Die Betriebsspannung hat die GréBe o,*. Welche GroBe des allseitig gleichen 
Zuges kann dieser Spannung auferlegt werden, bis die Festigkeitsgrenze des Materials 
erreicht wird? Setzen wir in GI. (1) o,==0,* + 0), 0; = 02, = 03, so folgt 


One One 
0, = 642 —[1 +75 al a (22) 
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wo 04,7 nach Gl. (17) zu nehmen ist. Mit St 37, o, = 3700 kg/cm’, ¢ = 2, o,* = 
= 07,4 = 1400 kg/em2, ergibt sich nach Gl. (22), da8 noch eine allseitig gleiche 
Zugbeanspruchung von der GréBe o, = o, = 03 = 2293 kg/cm? notwendig ist, um 
den Bruch herbeizufiihren. Diese ist nach Kloppel'* den auftretenden Schrumpf- 
spannungen in SchweiSkonstruktionen der GréSenordnung nach gleich. — Man 
sieht, daB die Bruchgefahr vom Material (das hier mit der Zahl c charakterisiert ist) 
und von Schrumpfspannungen (deren Intensitét der dem Material zugefiihrten, 
drtlich angehauften Warmemenge entspricht) abhangt. Deshalb ist, neben den Higen- 
schaften des Materials und der Methode der Auftragung der SchweiBnahte, auch 
die SchweiBtemperatur fiir die Verminderung der Bruchgefahr mafgebend”’. 

Der Ausdruck fiir den Trennbruch ergibt sich aus Gl. (7) und (8) mit o,’ = 0 zu 
ot on, r+q=l. (23) 
Gl. (23) ist dem Durchmesser des Spannungskreises tiber (o, — os) im Scheitel der 
Hiillkurve gleich (siehe Abb. 9 vom Verfasser?). Fiir c = 1 ist dieser Durchmesser 
nicht gleich Null, sondern es ist die erste Ableitung o,’ nicht mehr Null, da fiir c = 1 
nach Gl. (7) o;’ = +1 wird. 

Aus Gl. (15a) und (23) erhalt man mit 7 = 1 (Druck) 

oz/o, = 2(1 —a)f(c — 1), aS+l. (24) 
Die Schnittpunkte des Geradenbiischels Gl. (24) mit den Kurven Gl. (16a) in Abb. 3 
liefern die eben nach Gl. (21) ermittelten Minimumspunkte. 

Nehmen wir in Gl. (16b) voriibergehend 6 <0 (was nach Gl. (15b): 6241 
nicht entspricht) an, dann liegt der Fall der Zugbeanspruchung (o, = 0) mit Um- 
schlingungsdruck (6, = 0, <0) vor. Dieser Fall ist z. B. beim Tieftauchen zu 
beachten, wo die Seile durch die Tauchergondel auf Zug und durch das Wasser auf 
Umschlingungsdruck beansprucht werden. Die Giiltigkeit der Gl. (16b) erstreckt 
sich dann in Abb. 3 vom Ursprung 0 nach links, in der die Abszisse mit b statt mit a 
zu bezeichnen ist. Die wirkliche Beanspruchung der Seile wird voraussichtlich zwischen 
b= 0und b = —1/2 stattfinden, was in einer Tiefe von 5000 m (o, = o, = — 5000 kg/cm?) 
bei einer vorhandenen Zugbeanspruchung von < + 2500 kg/cm? zutrifft. In diesem 
Gebiet der Beanspruchung werden Stoffe mit auBerordentlicher Dehnfaihigkeit, wie 
Nylon (siehe Nadai'’, Abb. 68, 69; engl. Text S. 154), bevorzugt. Man mu8 jedoch 
beachten, daB bei langen Seilen und bei einer verhaltnismaBig kurzen Beanspruchungs- 
zeit die Dehnungen viel kleiner werden als bei Normalstaiben der iiblichen Versuche, 
so da auch die bildsamen Stoffe ein mehr oder minder sprédes Verhalten zeigen. 
Deshalb ist besser, mit einer gréBeren Zahl c zu rechnen als jene ist, die sich aus den 
Versuchen mit kurzen Staiben ergibt. In den Beanspruchungsfallen mit 6 < — 1/2 
sind nach Abb. 3 die harteren Metalle mit gréBerer Zahl c zu bevorzugen. 


On eos 


7. Der ebene Spannungszustand. 


Ist eine Scheibe in ihrer Ebene durch zwei ungleiche Zugspannungen beansprucht, 
so sind diese Spannungen nach Gl. (3) mit o,, o, zu bezeichnen, so daB o, = 0 gilt. 
Ist sie durch zwei ungleiche Druckspannungen beansprucht, so sind diese Spannungen 
nach Gl. (3) mit o,, 0; zu bezeichnen, so daB o, = 0 gilt. Ist schlieBlich diese Scheibe 


” Die Schweizer Firma Castolin (Lausanne) erzeugt Schweifstabe, mit denen man bei 
einer Temperatur von 180 bis 600° C schweiBen kann, was fiir die Verminderung der Bruchgefahr 
von Bedeutung ist. 

** A. Nadai: The Flow of Metals under Various Stress Conditions. Instn. mechan. Engr., 
J. Proc., Appl. Mechan. 157, 121 (1947) (London). Deutsch: Osterr. Ingenieur-Arch. 3, 261, 421 
(1949). 
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durch eine Zug- und eine Druck- 
spannung beansprucht, dann sind 
diese Spannungen mit o,, o3 zu be- 
zeichnen und es gilt o, = 0. Hier 
mu man also mit Riicksicht auf 
Gl. (2) und (3) drei Falle des ebenen 
Spannungszustandes der Gl. (1) 
unterscheiden, das heiBt es ist der 
Reihe nach o, = 0, dann o, = 0 bzw. 
6; = 0 zu nehmen. Mit o,=0 ergibt 
sich aus Gl. (1), wobei sich die 
anderen Falle durch die zyklische 
Vertauschung ergeben, 


1” — 0; 03 + O37 + 

+ (¢ — 1) o7 (0, + 93) = C077, (25) 
bzw. in Koordinaten des Spannungs- 
tensors ausgedriickt : 


6,7 —o,0,+t+of+3t% + 


+ (¢—l1)oz(o,+0,)=Co7. (25a) Abb. 4. 
r O; 
t 
% G t 
nr Drehung BOG LG 


7 


ZX S oe a. 
LIED 


Abb. 5. 


Gl. (25) stellt eine™vom"Parameter c abhangige Schar von Ellipsen dar, Abb. 4. Die 
Mittelpunktsgleichung lautet: 
fe + (¢ — 1) oz 2]? +3 y= =2(% —¢ + 1) 07? (26) 
mit den Koordinaten des Mittelpunktes 
0, = 0, = — (¢ — 1) a, (27) 
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mit der grofen Halbachse oz V2 (2? —ce +1), (28) 


und der kleinen Halbachse Oz \2 (? —ce+41)/3. 


In Abb. 5 sind mit Hilfe der darstellenden Geometrie drei Falle o, = 0 bzw. 
o, = 0 baw. o; = 0 des ebenen Spannungszustandes fiir c = 2 der Gl. (25) gezeichnet. 
Die nebenstehenden Darstellungen im Koordinatensystem (o, t) dienen zur naheren 
Erklarung der Giiltigkeitsgebiete der einzelnen Falle. Nur die voll ausgezogenen 
Teile der Ellipsen sind giiltig. Diese Teile enthalten alle Belastungsarten von r = 0 
bis y = 1. In welchem Punkt der Ellipse eine bestimmte Belastungsart vorkommt, 
ergibt sich aus Gl. (2) mit 


0,=0: 6,= 4 93; 
6.=0: o,=—qoa,/r; r+rq=1; (29) 
0,=0: oo, =17 0. 


Gl. (29) stellt die durch den Ursprung O der Abb. 4 gehenden und vom Parameter r 
abhangigen Geradenbiischel dar. Aus Gl. (29) erhalt man z. B. fiir g= 0 wegen 
o, — 0 die Druckachse o;; fiir r = 0 wegen o, = 0 die Zugachse o,; fiir r = 1/2 mit 
o, = —o3 die Verdrehungsachse. Die zwei beliebig gewahlten Punkte R, und Rk, 
der Ellipse o, = 0, Gl. (25), ergeben in Abb. 4 zwei Belastungsarten, wobei zu bemerken 
ist, daB bei R, r > 1/2 und bei R, r <1/2 vorkommt. Die Achse o, (co; = 0) wird im 
Sonderfall r = 0 mit dem Strahl O R,, die Achse o; (o, = 0) fiir r = 1 mit dem StrahlO Rk, 
identisch. — In Abb. 4 sind die Ellipsen fiir verschiedene Zahlen c des ebenen Spannungs- 
zustandes o, = 0 nach Gl. (25) gezeichnet, und zwar einmal auf oz, ein anderes Mal auf 
Op bezogen. Auch die Ellipse mit der Zahl c = oo, bezogen auf op, ist zum Vergleich 
gezeichnet. 
8. Ein méglicher Verzerrungszustand. 


Mit Hilfe des Beitrages von Sandel’ werden wir zeigen, da die Grenzbedingung 
Gl. (1) einem, vielleicht nicht einzigen, aber durchaus méglichen Verzerrungszustand 
entspricht. Sandel griindet seine Ableitungen auf einem Sonderfall der resultierenden 
Dehnung «, die unseres Wissens weder in dieser Sonderform noch allgemein in der 
Literatur bekannt ist. Wir haben deshalb nachfolgend die Gleichung der resultierenden 
Dehnung « abgeleitet. — Den Ausdruck (siehe Lagally!, 8. 248) 


Bite tijer tite + it 1) 73 Gt tp) ee ea 
nennen wir Verzerrungsdyade. Der Normalenvektor lautet (Einsvektor in be- 
liebiger Richtung) : nt = icosg + jcosp-+ ftcos@. (31) 
i, j, £ sind die Einsvektoren in der «a, y,z-Richtung; g, y, ® sind die Winkel 
zwischen der Normalen eines beliebigen Schnittes und 2, y, z-Achsen. Die resultierende 
Dehnung ergibt sich dann aus Gl. (30) und (31) zu (mit ,,.“‘ ist das skalare Produkt 
bezeichnet) 2 = (n- B): (n- B) (32a) 
bzw. 


c= (e. cos y + fey cos py + ee cos 0) + (24 cos p + €, cos p+ 


oe cos a) -|- 


2 


ae (252 COS PY + 
Analog lautet die resultierende Spannung (Bezeichnungen siehe Anm. 3, s 319): 


P=p-p=(n-f)-(-f 
bzw. (32 b) 
P=pZf+p/74 pe = (6,008Sp + T,,cosp +7,,cos #2 +... 


Ve 
= cos p + €&, Cos 0) (32) 
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In Gl. (32a) tritt der Vektor der resultierenden Verzerrung 
E=n-B (33) 


auf. Lagally! (S. 245) untersucht diesen Vektor nicht mehr weiter, sondern er bildet gleich 
den Ausdruck fiir die Dehnung ¢, = © - n, so wie wir in Gl. (32a) gleich die resultierende Dehnung 
berechnet haben. Wir werden’ uns nachfolgend mit dem Vektor Gl. (33) kurz befassen. 

Die Verzerrungen sind keine echten Vektoren. Wollen wir von ihnen Vektoren bilden, so 
miussen wir sie mit der urspriinglichen Linge J, in beliebiger Richtung bzw. mit den Langen 


lo » = Uy CO8 —, loy = ly cosy, Io, = 1) cos (34) 


in den “-, y-, 2-Richtungen multiplizieren. In der Wirklichkeit rechnen wir dann mit den Ver- 
schiebungsvektoren, die mit den Translationsvektoren der Geometrie identisch sind. Ahnlich 


1 \ ' 2 
‘ ia: | tz lor=iflox-lox) 
Oe 
Abb. 6a. Abb. 6b. 


rechnen wir mit den Kraft- statt mit Spannungsvektoren, indem wir die Spannungen mit ihren 
Wirkungsflachen F baw. F', = F cosy usw. multiplizieren. Dann lautet der resultierende Ver- 
schiebungsvektor Cl eet. (33a) 
der zweimal in den Komponenten zerlegt wird: a) In drei Koordinatenrichtungen (durch 1, gekiirzt) 
C=ite,+ji¢+ te (35a) 

und b) in den auf die Koordinatenebenen wirkenden Vektoren &; J), usw. (durch J) gekiirzt) 
€ = E, cos y + Ecos yp + E, cos #. (35b) 
Die Vektoren ie, usw. bzw. G; usw. sind zu jenen des Spannungstensors ip, usw. bzw. p; usw. 


analog?®. 
Hier treten noch die Vektoren auf, die sich aus den Koordinaten des Verzerrungstensors 


bilden lassen; sie lauten in der Matrixform 


arr Lo we» i Lo a» t tee Lo ws 

.Y y 

iow ey low £5 doy (36) 
4 oy 

ie I, 578% on Bey log 


19 M. Lagally: Vorlesungen tiber Vektor-Rechnung. Akad. Verlagsges. 1934. 
20 Bezeichnen wir mit t den zur n-Richtung senkrechten Einsvektor, mit «, die Dehnung 
in n-Richtung und mit y,/2 die Schiebung in t-Richtung, dann erhalt man die dritte Zerlegung 


des Verzerrungsvektors © = ne, +t yp/2- (e) 
Sie findet in der Ebene (G, 1) statt. Aus Gl. (e) ergibt sich die Dehnung ¢, und die Schiebung 
y,/2 wie folgt: é,=E-n=n- Vn (f) 


bzw. aus «2 = €-€=—e«,? + (y,/2)? die Schiebung 
(7n/2)? = & — & 7°. (g) 
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Zur Klarung der Bedeutung dieser Komponenten sind Abb. 6a und 6b gezeichnet. In Abb. 6a 
sind die Verschiebungsvektoren der Langenanderung 

1p bog 3 1 Al og eee 

f&yloy =i Voy— boy) 
und in Abb. 6b die Verschiebungsvektoren der Winkelanderung 


Voy ; Vay 


iTny tg Pee cw i the ilon tg 2% ej AS" Ie 


g tg low 
dargestellt. In Abb. 6a sind noch die Vektoren der resultierenden Verschiebungen gezeichnet ; 
sie lauten 


Eilon = ieglog +iPE% Ings Gj boy = iS oy + ity loy- 


Nach der Kirzung durch 1, , baw. lo 4; lo, und Verallgemeinerung auf die raumlichen Koordinaten 
ergibt sich 


x3 : y Y 
C,=teg+j a _ £ oe ; 
Se uie : Vuz 
C1 9 Fi éy hee ; (37) 


G, = Tee + jh + te, 


Nach Gl. (37) und (30) ergibt sich die Verzerrungsdyade 
BVBHiE +i1& + fe. (38) 


Die Koordinaten des Vektors © Gl. (35a) erhalt man aus Gl. (37): e, = G+ 1m baw. aus Gl. (35b) 
e, = E-i usw. zu (durch I, gekirzt) 


tb 


Cy = Ey COSY + teu cos y + = cos %, 
—— Vya Vuz o 39 
Cag 7 CORD AE Sy COR Sera cos #@, (39) 


vay cos y + €, cos B. 


Gl. (39) stellt die Oberflachenrelationen der Verzerrungen dar, die — wie jene der Spannungen — 
bei eventueller Anwendung von 4bnlicher Bedeutung sein kénnen. 


a 122 2 cos. p + 


Aus Gl. (35a) ergibt sich der Ausdruck fiir die resultierende Dehnung 
e@= €- C= ¢7 +67 €,% (40) 
Aus Gl. (40) und (39) folgt dann die schon berechnete Gl. (32). 


Die physikalische Bedeutung der resultierenden Dehnung Gl. (32) kann man sich 
an einem einfachen Beispiel eines Zugstabes veranschaulichen: Die resultierende 
Dehnung « eines zur Zugachse’ schiefen Schnittes ist in der Richtung der Zugachse 
zu nehmen. Diese Dehnung ist Funktion aller Koordinaten des Verzerrungstensors. 

Um den Ableitungen von Sandel® einen Schritt naher zu kommen, untersuchen 
wir nur die Hauptdehnungen ¢,, &9, ¢3, in deren Richtungen die Schiebungen y ver- 
schwinden. Aus Gl. (32) ergibt sich dann 


& = e€," cos? p + €,2 cos? yw + «€,? cos? 3. (41) 


Weiter nehmen wir in Gl. (41) cos y = cos y = cos # = + 1/ 3 an. Aus den Arbeiten 
von Ro§ und Kichinger’ * * ergibt sich, daB dies dem Fall c = 1 der Gl. (1) ent- 
spricht; das hei®t, wir haben mit den auf der FlieBgrenze (¢c = 1) beanspruchten 
Metallen zu tun, deren Hauptanstrengungsflaichen mit den sogenannten Oktaeder- 
flachen zusammenfallen. Wir setzen nachfolgend voraus, daB die Oktaederflachen 


21M. RoS und A. Eichinger: Ber. Nr. 14 der E.M.P. A. Zurich 1926. 
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auch bei der Beanspruchung von Metallen tiber die FlieBgrenze (c > 1) die Haupt- 
anstrengungsflachen dieser sind. Jedoch gelten die nachfolgenden Ableitungen nur 
fiir bildsame Metalle und nicht auch fiir spréde Stoffe, wie Sandel gemeint hat. Die 
resultierende oktaedrale Dehnung ergibt sich aus Gl. (41): 


1 
eon = 3 (6; 1 6s 4 &3°). (42) 


Nach Sandel nehmen wir den absoluten Betrag der Dehnung Gl. (42) der Volums- 

dilatation e proportional an: 
leoxt| = A + Be. (43) 

Ob | €.4 | mit der Volumsdilatation abnimmt (nach Sandel) oder zunimmt, wird sich 
rein formal aus der Berechnung der Konstanten A und B ergeben. Von gréBerer 
Bedeutung im Ansatz Gl. (43) ist, daB auch bei bildsamen Metallen die Volums- 
dilatation allgemein verschieden von Null ist, und daB sie — wie sich 
noch zeigen wird — nur auf die FlieBgrenze (c = 1) ohne EinfluB ist. 

Die Annahme der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen von Sandel werden wir 
hier nach Nadai!® verallgemeinern; diese lauten: 


by = @ (, — 25% usw. (44) 


usw., wo @= © + O”, @ = 1/E (LH = Elastizitatsmodul), O” = FlieBfunktion; die 
Querzahl betragt m = (®’ + &’)/(G'/m’ + OG /m'’), wo m’ die Querzahl im Bereich 
der elastischen und m” im Bereich der bleibenden Formanderungen ist. ¢, ist die 
Gesamtdehnung, die aus einem elastischen ¢,’ und einem bleibenden Anteil ¢,’’ be- 
steht: ¢, = «,/ + e,’. Aus Gl. (44) ergibt sich die Volumsdilatation 


e=e +e +e,=—@ (o, + o, + 95). (45) 


In Gl. (45) sind die Glieder héheren Grades, wie ¢; €,, vernachlassigt. Deshalb gilt 
der Ansatz Gl. (43) nur fiir kleine Verzerrungen. Aus Gl. (42) und (44) erhalt man 


m— 2 


Dp 24+ 2 4m—2 
eon = ae E ms (0? + o,? + 5”) —_ (01 02 + 02 03 + Gg 04)|. (46) 
Die Konstanten A und B Gl. (43) werden aus der Bedingung des einachsigen 
Zuges (co, = 63 = 0, o, = +z) und Druckes (o, = o, = 0, 03 = — op) mit Hilfe 
der Gl. (46) und (43) berechnet. Sie lauten: 
2¢ mm +2 rik c—1 m* + 2 
Sass race 3 bone gr mee Ve Gee 


Da B <0 ist, so wird — in Ubereinstimmung mit Sandel — die Dehnung | ¢,¢,| mit 
der zunehmenden Volumsdilatation abnehmen. Fiir c = 1 (FlieBgrenze nach Abb. 2) 
wird B = 0, was bedeutet, daB an dieser Grenze die Volumsdilatation ohne Einflu8 
ist. Nach Gl. (45) kann man e = 0 erhalten, entweder durch m = 2 oder wenn 


8 = 01-05 +: 9s. (48) 


gleich Null wird, und zwar bei m > 2. Das hei&t, da8 nur der Deviator des Spannungs- 
tensors den FlieBzustand beeinfluBt (siehe Nadai*, S. 434), 


Aus Gl. (43), (45), (46) und (47) erhalt man 
Gy" + oy 95° - — mt 2) (01 Og + 62 03 + 03 04) + (49) 
+ (¢ — 1) o7 (6, + 02 Koy) =e 77. | 


22 A Nadai: Plastizitat und Erddruck. Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 428. Berlin: 
Springer-Verlag. 1928. 
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Dieser Ausdruck wird mit der Grenzbedingung Gl. (1) identisch, wenn der Koeffizient 
(c + 1)? (m + 1)2/2 c (m2 + 2) — 2 = 1 wird, bzw. 
m + 2 a 50 
oe 2|3 jc +1 0. (50) 
Gl. (50) gibt die Abhangigkeit der Zahl ¢ von der Querzahl m an. Sie ist in Abb. 7 
im Koordinatensystem (m,c) dargestellt. Strichliert ist noch die Kurve nach der 
Gleichung von Kuntze” (siehe 
auch Anm. 4, 8S. 150) 


c= 3m/(10 —2m) (61) 


gezeichnet. Gl. (50) liefert fiir die 
bildsamen Metalle bessere Werte, 
da bei diesen die Zahl c begrenzt 
bleiben mu8. Fiir m = oo ergibt 
sich c = 3°732, was von unserer 
Annahme max c = 2°38 + 3 nur 
beat um 57 + 25% abweicht. DaB bei 
es sprodem Bruch bildsamer Metalle 
die Querzahl m sehr gro8 sein 
kann, erscheint durchaus annehm- 


a ee mbar. Fir m < 2 ist nach Gl. (50) 
i a ee ARENT FS SURE TEE PE Cie MTR TS GE) Ny 
Abb. 7. Wichtig ware es, beziiglich der 


Abb. 2 und Gl. (50) die Beziehun- 
gen zwischen der Zahl c, Querzahl m und der Dehnung « zu berechnen. Einen 
Anhaltspunkt dafiir liefern die Studienskripten von Leon*™, 8.5 (siehe auch 
Vitovec”), was wir mit Erganzung auf e + 0 wiedergeben werden. Die Volums- 
anderung lautet allgemein (siehe z. B. Trefftz?*, S. 60): 

V 
a a) gee) (52) 
wo die Volumsdilatation e von vornherein gegeben sein muB. In Gl. (52) gilt e 
fir beliebig groBe Verzerrungen. Beschranken wir uns hier auf einen einachsig, in 


1-Richtung beanspruchten Zugstab, dann gilt in den Querrichtungen s, = ¢, = — &/m. 
Aus Gl. (52) folgt dann die Querzahl m als Funktion der Dehnung ¢, 
m = a) es (Vi Par se) se De) 


Nach Gl. (53) kann sich die Volumsdilatation bei einachsigem Zug in den folgenden 
Grenzen bewegen: 0 Se Se. Hier ist also nur e =0 moéglich und nicht e <0; 


23 W. Kuntze: Stahlbau 10, 177 (1937). 

*4 A. Leon: Laboratoriumstibungen I, in der Techn. Versuchsanstalt an der Techn. Hoch- 
schule in Wien. 1946/47 (R/2). 

2 F. Vitovec: Uber die GréBe der Querzahl bei iberelastischer Verformung. Schweiz. 
Arch. (erscheint anfangs 1950). 

*6 E. Trefftz: Mathematische Elastizitatstheorie. Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 61. 
Berlin: Springer-Verlag. 1928. 

27 Ahnlich kann man auch den Ausdruck fir die effektive, auf dem jeweiligen Querschnitt 
bezogene Spannung o = P/f von P. Ludwik (Elemente der Technologischen Mechanik, S. 18, 
Fufnote 15. Berlin: Springer-Verlag. 1909) verallgemeinern: Nehmen wir nach Gl. (52) 


ViVo=Mfola=1l+e, Wh=1l+e, (h) 
so folgt mit f = (1 + e)f)/(1 + e) die effektive Spannung 


ent us l+e 
ee oes Us) 


oo 


Buchbesprechungen. 189 


ebenso kann e > e, nicht werden, da dann nach Gl. (53) m <0 wird, was unmoglich ist, 
da m eine positive Zahl ist. Fiir’e = e, ist m= co; aus dem Ausdruck Eg = 5 = — &,/m 
folgt dann: e, = ¢, = 0; fiir m = ©o ist also keine Querkontraktion moglich. Fir 
é = 0 ergibt sich aus Gl. (53) der Ausdruck 


He ee, |b +e, (54) 
den schon Leon* abgeleitet hat. Mit guter Naherung erhilt man aus Gl. (54), 
wenn wir V1 + €; = 1 + ¢,/2 annehmen, 


3 
m = 2+ =e. (55) 


Bei ¢, = 100% = 1 betragt der Unterschied zwischen Gl. (54) und (55) nur 2°5°%. 

Aus Gl. (53) bis (55) erhalt man nach Einsetzen dieser in Gl. (50) eine Beziehung 
zwischen der Zahl c, Querzahl m und Dehnung «. 

Aus diesen Ableitungen sieht man, daB, wenn wir der Grenzflache Gl. (1) das 
Dehnungsgesetz Gl. (43) und (44) zuordnen wollen, wir immer zu einer Zahl c eine 
Querzahl m nach Gl. (50) nehmen miissen. Sandel® hat in der Erwartung, daB fiir 
bildsame Metalle nur c = 1 gilt, fiir c = 1 verschiedene Zahlen m angenommen. Da 
dabei der Ausdruck Gl. (42) links immer negativ wird, so hat Sandel ein Hyperboloid 
als Grenzflache erhalten. AufSerdem nach den Erwartungen Sandels sollte Gl. (1) 
auch fiir spréde Stoffe gelten, die c > 1 haben. In dieser Arbeit sind die Ansichten 
Sandels zunachst ergainzt, daB auch bei bildsamen Metallen fiir die Beanspruchungen 
tiber die FlieBgrenze c > 1 gefordert wird, anderseits wird die Giiltigkeit der Gl. (1) 
nur auf die bildsamen Metalle eingeschrankt. 

(Hingegangen am 9. Januar 1950.) 
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Ausgewihite Kapitel aus der Physik. Nach Vorlesungen an der Technischen Hochschule in Graz. 
Von K. W. SF. Kohlrausch. In fiinf Teilen. V. Teil: Aufbau der Materie. Mit 120 Textabb., 
X, 306 S. Wien: Springer-Verlag. 1949. S 45.—, sfr. 14.—, $3.30, DM 13.50. 


Wie der Verfasser in seinem Vorwort bemerkt, war zunadchst nur beabsichtigt, einen ersten 
Uberblick tiber die Tatsachen der Atomphysik und deren Zusammenhinge zu geben. Wenn nun 
aber diese ausgewihlten Kapitel aus dem ,,Aufbau der Materie“ trotzdem einen gréSeren Um- 
fang als jeder der vier vorangegangenen Teile erhalten haben, so erkennt man daraus das Bestreben 
des Verfassers, auch in seinen fiir Techniker gehaltenen Vorlesungen ein méglichst abgerundetes 
Bild der heutigen physikalischen Erkenntnisse zu vermitteln. Ganz abgesehen von der Notwendig- 
keit einer méglichst umfassenden Allgemeinbildung der akademischen Ingenieure ist die Kenntnis 
der modernen physikalischen Grundlagen ein wichtiges Verstandigungsmittel zwischen Ingenieuren 
und Physikern, die immer mehr zur Zusammenarbeit gezwungen werden. Was die ersteren heute 
nicht zu brauchen meinen, kann, bei dem Tempo, mit dem die Physik in die Technik eindringt, 
schon in den nachsten Jahren unentbehrlich sein. Es ware kaum zu verantworten, den Ingenieuren 
grundlegende wissenschaftliche Erkenntnisse vorzuenthalten, nur um Raum fur Disziplinen zu 
schaffen, die man ja doch nur in der Praxis erlernen kann. Nach Meinung des Referenten ist die 
Atomphysik schon heute zum richtigen Verstindnis des Verhaltens der Baumaterialen unent- 
behrlich. Man sollte sich daher iiberall dem Standpunkt des Verfassers vorbehaltlos anschliefen. 

Nach einer kurzen Zusammenstellung der allgemeinen Grundlagen fiihrt der Verfasser den 
Leser in interessanter Weise iiber die Kapitel Elementarbausteine, Aufbau der Atomkerne, Auf- 
bau der Atomhiille bis zum Aufbau der Molekiile. Die leicht verstindlich gehaltenen Ausfithrungen 
werden in einem Anhang und durch Hinweise auf die Standardliteratur erganzt. Obwohl der 
Verfasser vielfach die friiheren Teile seines Werkes anfiihrt, kann der vorliegende finfte Teil 
dennoch als geschlossenes Ganzes angesehen werden. 

Das nunmehr vollstindig vorliegende Werk des Verfassers ist viel mehr als urspriinglich 
beabsichtigt war. Es hilft nicht nur dem Mangel an greifbaren Lehrbiichern ab, auch viele, die 
nicht mehr an Hochschulen studieren, werden es gerne besitzen wollen. Man darf mit Recht 
hoffen, da& es viele Techniker zum intensiven Weiterstudium der Naturwissenschaften anregen 
wird. F. Magyar, Wien. 
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Die Welt der Vektoren. Einfihrung in Theorie und Anwendung der Vektoren, Tensoren und 
Operatoren. Von F. Ollendorff. Mit 68 Textabb., VIII, 4708. Wien: Springer-Verlag. 1950. 
S 135.—, geb. 8 144.—; sfr. 39.—, geb. sfr. 42.—; $ 9.—, geb. $ 9.50; DM 37.50, geb. DM 40.—. 


Wie der Verfasser im Vorwort bemerkt, ,,spiegelt sich der Werdegang der exakten Natur- 
wissenschaften in einer Vorlesung tiber die Grundlagen der modernen Physik, welche den Unter- 
richt in der Technischen Elektrodynamik organisch abschlieBt‘‘. Man wird sich dieser Auffassung 
gerne anschlieBen, allerdings mit dem Zusatz, da8 ein solcher Abschlu& heute fir nahezu alle 
technischen Disziplinen unentbehrlich geworden ist, wenn sie wissenschaftlich betrieben werden. 
Es ist aber begreiflich, wenn der Verfasser als Vertreter der Elektrotechnik sein Fachgebiet etwas 
bevorzugt und nicht alle ibrigen Anwendungsméglichkeiten voll ausschépft. Auch die Meinung 
des Verfassers, da8 Vektoranalysis und Tensorkalkiil mehr als eine kurze Schreibweise sind, 
kann man nur teilen. Sicher ist ihr vornehmster Zweck der, ,,sich von dem Zwange der drei- 
dimensionalen Anschauung zu befreien‘‘“. Man kénnte noch hinzufiigen, daB diese einfache 
Methode es iiberfliissig werden l48t, immer wieder zur Anschauung zuriickzukehren. 

So fiihrt denn auch der Verfasser seine Leser mit Leichtigkeit aus dem gewohnten Euklidischen 
Raum in die abstrakten Mannigfaltigkeiten von Minkowski, Riemann und Hilbert, deren 
Metrik der Anschauung nicht mehr zuginglich ist. Die in eleganter Form gebrachten Anwen- 
dungen auf Weltvektoren und Materiewellen beweisen die Einfachheit der Methodik, die die 
eingefithrten Tensoren und Operatoren erméglichen. Der Verfasser wollte bestimmt kein Lehr- 
buch der Physik schreiben, aber er bietet durch seine auBerst gliickliche Konzipierung gerade 
dem Physiker viel. 

Manches Mal werden bewuft eigene, von der Tradition abweichende Wege gegangen, wohl 
um das Verstindnis zu vertiefen, so z. B. beim Vektorprodukt, das zunachst auf den dreidimensiona- 
len Raum beschrankt bleibt. Auf die PlangréBe wird hingewiesen. Spater wird dann der Zu- 
sammenhang mit dem antimetrischen Tensor hergestellt. Leider ist ja in der Vektorrechnung 
immer noch kein Zug zur Einheitlichkeit zu erkennen, obwohl gerade die vom Verfasser gewahlte 
algebraische Schreibweise immer mehr Boden gewinnt. 

Alles in allem ein ausgezeichnetes Werk, fiir dessen Herausgabe man Autor und Verlag nur 
danken kann. FF. Magyar, Wien. 


Der Frost im Baugrund. Von &. Ruckli. Mit 112 Textabb., XV, 279 S. Wien: Springer-Verlag. 
1950. -S 125.—, sfr. 39.—, $9.—, DM 37.50. 


Uber die Frostwirkungen im Baugrund sind schon viele Aufsitze und Abhandlungen er- 
schienen, die in vorliegendem Buch zusammengefaBt und erweitert zur kritischen Darstellung 
gelangen, womit eine fiihlbare Licke im deutschsprachigen Schrifttum beseitigt worden ist. 
Die Erscheinungen der Frostwirkung werden vorerst beschrieben, sowohl nach Beobachtungen 
in der Natur als auch im Laboratorium. Insbesondere wird die Eislinsenbildung eingehend be- 
handelt, die als Ursache mannigfacher Zerst6rungen an Bauwerken und Baumaterial zu betrachten 
ist. Da8 hier noch keine vollkommene Klarheit herrscht, zeigen schon die verschiedenen Theorien, 
wie jene der Kristallisations-, der Kapillar- und der Kohasionskraft. Zur Eislinsenbildung neigt 
ein Boden um so mehr, je feink6érniger er ist. Es wird also sehr wahrscheinlich die Oberflichen- 
energie, namlich das Produkt von Oberflaichenspannung mal Oberfliche, eine Rolle spielen. Nun 
besteht die Tatsache, daB die Erscheinungen in einem dispersen System von dem Grundsatz 
der Kolloidchemie beherrscht werden, da8 soleche Systeme mit allen Mitteln einer Verkleinerung 
der Oberflachenenergie zustreben. Dies wird aber nicht nur durch Verkleinerung der Oberfliche 
(Flockung, Pektisation), sondern auch durch Verkleinerung der Oberflichenspannung herbei- 
gefihrt. Wahrend viele organische Verbindungen, z. B. Essigsdure, ihrer Konzentration ent- 
sprechend die Oberflichenspannung herabsetzen, wird dieselbe durch anorganische Salze, Sauren 
und Basen erhéht. Es ware gut, diese Tatsachen in einer Neuauflage stiirker hervorzuheben. 
Zur Bildung der waagrecht gelegenen Eislinsen (Isothermenfliche) wird Wasser benétigt, das 
der Umgebung entzogen wird. Es mu8 also bei diesem Proze8 ein Wassernachschub erfolgen, 
dessen letzte Ursachen noch einer Klarung bediirfen. Dieser Nachschub, also der dynamische 
Vorgang, scheint hier a4hnlich wie bei der Wasserversorgung der Pflanzen das Entscheidende 
zu sein. Bei der Bildung von Eislinsen in mit Wasser gesiittigtem Boden ist eine Kapillarkraft 
mangels freier Menisken nicht vorstellbar. Deshalb wird als Ursache der Nachstrémung ein 
Unterdruck (Saugkraft) in den schwer gefrierenden Wasserfilmen zwischen Eis und Bodenkorn 
angenommen. Versuche haben einen solchen ergeben. Der aus der Frosthebung berechnete 
zeigt indessen eine starke Abweichung vom gemessenen Wert. Es bleibt die Frage offen, wie 
in den verdichteten Wasserfilmen eine Nachstrémung in dem bendtigten Ausma8 erfolgen soll 
bei so grofen Widerstanden, wie sie im adsorbierten Wasserfilm zu erwarten sind. Ebenso 
interessant wie die Beschreibung des Frostphanomens ist der Versuch der mathematischen Dar- 
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stellung desselben, die den zweiten Teil des Buches bildet. Erleichtert wird dieses Unternehmen 
durch den Umstand, da8 Wasser- und Warmestrémung im Boden in der gleichen Art formal 
dargestellt werden kénnen. Es wird die Warmeausbreitung, das Eindringen des Frostes in den 
Boden und der Wassernachschub mathematisch behandelt, wobei die Untersuchungen von Stefan 
und deren Erweiterung durch Neumanns Theorie fir den isotropen Halbraum zugrunde gelegt 
worden sind. Dem Verfasser ist es gelungen, die Frosteindringung unter Beriicksichtigung des 
Wassernachschubes zu berechnen, wobei er sich auf Anschauungen von Terzaghi und Fréhlich 
stitzt und statt des in die exakte Lésung der Differentialgleichung eingehenden Gauschen Fehler- 
integrals eine Parabel einfihrt. Beim Wassernachschub in wenig durchlassigem Boden, und 
zwar zu einer langen Eislinse (ebenes Problem), wird ein komplexes Potential verwendet, das 


: z—a 
offenbar Z =icln (4) lauten soll, wenn die «-Achse in der Ebene der Eislinse gelegen 


ist. Hierdurch erscheinen Potential- und Stromlinien eines Systems von Quelle und Senke von 
der Intensitét q = 22-c, die in den Abstiinden + a baw. —a auf der w-Achse gelegen sind, 
vertauscht. Nachdem aber nach diesem Ansatz die Geschwindigkeit gegen den Rand der Linse 
wachst und das Dickenwachstum mit der Zeit geht, miBte die Dicke der Linse an den Randern 
am gréBten sein, was den Tatsachen widerspricht. Da8 die Dicke in Wirklichkeit in der Mitte 
am gro8ten ist, kann meines Erachtens damit erklirt werden, da8 sich der Keim der Eisbildung 
in der waagrechten Isothermenebene ausbreitet, und weil somit der mittlere Teil der Alteste ist, 
wird dort die gréBte Dicke auftreten. Haufiger als das ebene Problem ist das raéumliche, die 
Strémung zu einer kreisférmigen Linse. Bei der Behandlung desselben wird allerdings die Annahme 
gemacht, dafi man die Strémungsflachen durch Rotation der ebenen Strémungslinien um die 
Symmetrieachse erhalt. Hier gilt dasselbe, was schon bei der ebenen Strémung bemerkt worden 
ist. Ferner wird das Problem der Isolierung von Kiihlkellern behandelt und schlieBlich werden die 
Ma8nahmen gegen die Frostgefahr besprochen. Zur Verhinderung des Nachschubes von Wasser 
wird auch die Drainage erwahnt, durch die ein hoherer frostgefahrlicher Grundwasserstand ab- 
gesenkt werden kann. Wenn der Autor meint, da8B in stark bindigem Boden Drainagen nicht 
wirksam sind, so mag das fiir die erste Zeit ihrer Herstellung mit Riicksicht auf den vorliegenden 
Zweck gelten. Um Irrtiimern vorzubeugen, sei gesagt, daB gerade bei sehr schweren Boden durch 
Drainage infolge der herbeigefithrten strukturellen Anderungen der Wasserhaushalt gimstig 
beeinflu8t wird, wie zablreiche Ausfiihrungen dartun. Bei dieser Gelegenheit sei darauf hin- 
gewiesen, daB man unter Bodenstruktur die raumliche Anordnung der Bodenteilchen versteht 
und man von Kriimel-, Flocken- und Wabenstruktur spricht. Hingegen meint man unter Boden- 
textur den Kornaufbau nach GréBe und Gewichtsanteil, was bei einer Neuauflage zu beritick- 
sichtigen ware. 


Das behandelte Problem erfordert zu seinem vollkommenen. Versténdnis eine Menge natur- 
wissenschaftlicher Grundkenntnisse und der Verfasser sucht seine Darlegungen durch viele treff- 
liche Zeichnungen und Lichtbilder zu unterstiitzen. In zahlreichen Beispielen wird der Gang 
der praktischen Rechnung gezeigt. Das Buch bietet eine Fille von Anregungen sowohl fiir den 
Wissenschaftler als auch fiir den praktischen Ingenieur. Es stellt eine sehr wertvolle Bereicherung 
unserer Fachliteratur dar. ' J. Kozeny, Wien. 


Gewoéhnliche Differentialgleichungen. Eine Einfiihrung in die Methoden zu ihrer Losung. : Von 
G. Poppovié. Mit 7 Textabb., VII, 568. Wien: F. Deuticke. 1950. S 12.—. 


Der Verfasser des vorliegenden Bichleins hatte seinerzeit die Aufgabe, fir eine umfangreiche 
elektrotechnische Entwicklungsaufgabe groBer praktischer Bedeutung die damit im Zusammen- 
hange stehenden mathematischen, mechanischen und elektrotechnischen Sonderaufgaben zu 
bearbeiten. Auf diese Tatigkeit geht die Anregung zuriick, fiir in der Praxis stehende Ingenieure 
und fir Studenten eine Einfiihrung in das besonders wichtige Gebiet der gewOhnlichen Differential- 
gleichungen zu schreiben. Es wurde dabei versucht, eine leichtfaBliche Darstellung zu bringen, 
die jedoch auf die notwendige mathematische Strenge nicht verzichtet. 


Dieses Ziel wurde mit bemerkenswertem didaktischem Geschick voll erreicht und es ist 
hervorzuheben, welche groBe Sorgfalt auf alle Details der Ableitungen angewandt wurde, ohne 
dabei in den Fehler einer allzu breiten Darstellung zu verfallen. Die zahlreichen mathematischen 
und physikalischen Anwendungsbeispiele sind geschickt gew&hlt und es sei das interessante 
Beispiel der Einschaltung eines veranderlichen Widerstandes in einen elektrischen Stromkreis 
besonders hervorgehoben. Auch das elektro-mechanische Analogon der erzwungenen Schwingung 
ist in den beiden Formen der elektrischen Serien- und Parallelschaltung in anschaulicher Weise 
beschrieben. Es sei iibrigens, des Interesses halber, in diesem Zusammenhang festgestellt, daB 
meistens nicht gezeigt wird, daB es auBer den beiden elektrischen Schaltungen auch zwei ent- 
sprechende, voneinander verschiedene einfache mechanische Anordnungen gibt. Bei der Be- 
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sprechung der erzwungenen Schwingung ware es empfehlenswert, auf den Sonderfall der Resonanz 
zwischen Eigenschwingung und erregender Schwingung etwas naber einzugehen. 

Trotzdem der durch das Bichlein behandelte Gegenstand in zahlreichen Lehrbichern, die 
meist ein viel gréBeres Gebiet umfassen, Beriicksichtigung findet, ist es doch begriBenswert, 
fiir die angegebenen Zwecke tiber eine didaktisch besonders geschickte und mit gréBter Sorgfalt 
geschriebene handliche Spezialdarstellung zu verfigen. W. Gauster, Wien. 


Die Geschichte der Bauingenieurkunst. Ein Uberblick von der Antike bis in die Neuzeit. Von 
H. Straub. (,,Wissenschaft und Kultur‘: Band 4.) Mit 79 Textabb., XII, 2858. Basel: 
E. Birkhauser. 1949; Geb. sfr. 22.50. 


Es gibt eine Weltgeschichte und die Darstellung der Geschichte verschiedenster Wissens- 
zweige, aber eine zusammenfassende Ubersicht wtber die Entwicklung der Bauingenieurkunst 
wurde hier zum erstenmal versucht. Wer auf irgendeinem Gebiet aufbauend tatig sein will, 
mu die Entwicklung kennen, wenn er nicht in die Irre gehen soll, und so fihrt das Buch einer- 
seits in die Anfinge des Bauingenieurwesens in der Antike, anderseits zeigt es, wie sich aus der 
Wissenschaft. der Mechanik und der Praxis des Bauens in der Architektur des Mittelalters all- 
miahlich die moderne Bautechnik und der heutige Ingenieurbau entwickelt hat. Das Buch richtet 
sich ebensosehr an den gebildeten Laien, dem es einen umfassenden Einblick in das Schaffen 
des Ingenieurs vermittelt, als auch an den Fachmann selbst, dem gezeigt wird, daB z. B. die uns 
geldufige Biegelehre eines einfachen Balkens gar nicht so selbstverstaindlich ist und groBe Geister, 
wie Galilei und Leibniz, nur langsam und schwer ringend zu immer richtigeren Vorstellungen 
gelangten. Ist so die Durchdringung des Entwerfens von dem rechnerischen Nachweis der auf- 
tretenden Beanspruchungen der Baustoffe auf eine immer hodhere Stufe gebracht worden, dann 
zeigt das SchluBkapitel, wie in jiingster Zeit angesichts der Unméglichkeit der Berticksichtigung 
aller Nebenumstainde jede Berechnung nur eine Grundlage fir den Konstrukteur bilden kann 
und groBe Werke aus einem GuB, bei denen formale Gestaltung und statische Durchbildung 
eine vollkommene HEinheit bilden, nur wieder vom genialen Baukiinstler geschaffen werden 
k6énnen. R. Hanker, Wien. 


Berichtigung. 


F. Magyar: Beitrag zur Feldtheorie der Flissigkeitswirbel, Ost. Ing.-Archiv, Bd. III, H. 3, 
1949, soll die Gleichung (12) auf S. 244, letzte Zeile, richtig lauten: 


R* = — eB 2 w, df. 
F 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 
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